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Introduction

Le laplacien est un objet de la physique, qui intervient dans de nombreuses équations d’évolution
comme celles de la chaleur, des ondes et de Schrédinger. En mathématiques, I’étude de cet objet établit
des liens tres pertinents entre théorie spectrale, étude géométrique des surfaces de Riemann, systéemes
dynamiques et arithmétique. L’étude du spectre du laplacien d’une surface donnée est tres complete,
mais un certain nombre de questions y restent ouvertes. Ces questions concernent notamment d’une
part le comportement a haute fréquence du spectre et des fonctions propres, mais aussi les petites
valeurs propres des surfaces compactes.

Il existe une notion de laplacien défini sur les graphes, qui correspond & une discrétisation du
laplacien des surfaces. Les avancées récentes en théorie spectrale des graphes réguliers ont en com-
mun 'utilisation d’arguments probabilistes, d’une maniére ou une autre : choix d’un graphe aléatoire,
revétement aléatoire, marche aléatoire sur un graphe, convergence de Benjamini-Schramm, etc. Les
similarités entre les résultats d’étude du laplacien d’une surface hyperbolique de grand genre et ce-
lui d’un graphe régulier de grande taille poussent a se poser la question suivante : qu’est-ce qu’une
approche probabiliste peut apporter a la théorie spectrale des surfaces hyperboliques ?

Au cours de ce stage, nous avons exploré la notion de surface hyperbolique compacte aléatoire. Le
point de vue que nous avons principalement adopté consiste & munir ’ensemble des surfaces hyperbo-
liques, ’espace des modules, d’une mesure de probabilité provenant de la mesure de Weil-Petersson ;
cette approche a été suivie avec sucees d’un point de vue géométrique par Mirzakhani [31] et Guth-
Parlier-Young [16]. En couplant cette approche avec l'importation de la notion de convergence de
Benjamini-Schramm, inspirée de Le Masson-Sahlsten [21], nous avons démontré une majoration avec
haute probabilité du nombre de petites valeurs propres d’une surface hyperbolique compacte aléatoire
de grand genre.

Le chapitre 1 de ce mémoire introduit les notions de base de géométrie hyperbolique et de théorie
spectrale déterministe. Le chapitre 2 énonce les résultats récents de théorie spectrale des graphes
réguliers, et détaille certains aspects des démonstrations pertinents. Enfin, le chapitre 3 explore la
notion de surface aléatoire selon la mesure de Weil-Petersson. Dans la conclusion sont proposées un
certain nombre de pistes et d’idées, et qui pourront éventuellement étre explorées par la suite.
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Chapitre 1

Théorie spectrale des surfaces
hyperboliques compactes

1.1 Notion de surface hyperbolique

Dans tout ce mémoire, les surfaces étudiées sont des surfaces hyperboliques. Dans cette section, je
récapitule rapidement et sans preuve les aspects de la géométrie hyperbolique qui sont nécessaires ou
pertinents.

1.1.1 Le demi-plan de Poincaré

Meétrique, distance et géodésiques La surface hyperbolique de base est le demi-plan de Poincaré,
qui est I’ensemble des nombres complexes de partie imaginaire strictement positive :

H={z=a+iyecC : y >0}, (1.1)
muni de la métrique suivante, qui est hyperbolique (de courbure —1) :

_ dz? + dy?

2
ds 7

(1.2)

Cette métrique est une dilatation conforme de la métrique euclidienne, donc les angles hyperboliques
et euclidiens sont les mémes. Les géodésiques sont en revanche changées : il s’agit des demi-droites
verticales et des demi-cercles orthogonaux a laxe réel (voir Figure 1.1). Par chaque paire de points

FIGURE 1.1 — Des droites du plan hyperbolique.
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FIGURE 1.2 — Les coordonnées polaires de centre zy et de vecteur v a gauche, et les coordonnées de
Fermi de base n a droite.

distincts passe une unique géodésique. Leurs extrémités appartiennent au bord de H défini comme
étant :

OH =R U {oo}. (1.3)

Une grande spécificité de la géométrie hyperbolique, par rapport a la géométrie euclidienne ou en
courbure positive, est que deux géodésiques ne peuvent pas étre partout proches I'une de I'autre. Cela
a pour conséquence que sur une surface hyperbolique compacte, dans une classe d’homotopie, il n’y a
qu’une seule géodésique (voir le Théoréme 3).

La distance hyperbolique d correspondant a cette métrique est donnée par la formule :

i

coshd(z,w) =1+ (1.4)

2Im z Im w
Le cercle hyperbolique de centre z = x+iy et de rayon p > 0 est le cercle euclidien de centre z+iy cosh p
et de rayon ysinh p.
La forme volume associée est :

_ dzdy
= .
Elle définit une mesure p sur le plan hyperbolique. Le volume hyperbolique d’un cercle de rayon p
est 2m(cosh(p) — 1).

dp (1.5)

Coordonnées polaires Soit zy € H un point de base arbitraire, et v un vecteur fixé. Pour un
point z € H distinct de zg, notons r la distance hyperbolique de z a zp, et 6 I'angle entre v et la
tangente orientée au point zp a la géodésique partant de zp et passant par z (voir la Figure 1.2).
Ces deux quantités constituent un systéme de coordonnées sur H\{zo} appelées coordonnées polaires
basées en zg. Pour ces coordonnées, la métrique hyperbolique s’exprime :

ds? = dr® + sinh? r d6?. (1.6)

Coordonnées de Fermi Soit n : R — H une géodésique. Elle sépare H en deux composantes
connexes, auxquelles on associe arbitrairement les signes + et — respectivement. Pour z € H, notons p
la distance signée de 1 & z (elle est du signe correspondant a la composante dans laquelle z se trouve).
Notons que si z appartient a 7, alors p = 0 donc il n’y a pas d’ambiguité. Le point pour lequel cette
distance est atteinte est 7(t) pour un certain ¢ € R. Les nombres (¢, p) € R xR sont appelés coordonnées
de Fermi de base 1. Pour ces coordonnées, la métrique hyperbolique s’exprime :

ds? = dp? + cosh? p dt?. (1.7)
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Nom hyperbolique parabolique elliptique

Trace t>2 t=2 t <2

Points fixes deux dans RU {oo} un dans R U {oo} un dans H (et son conjugué)

. . A0 1 v cosf  sinf
Conjugué & + <O 1/)\> + (O 1) + <— sinf cos 9)
t=A+1/X t = 2]cos |

AeERT,A#1 veR 0 €[0,n]

Explicitement | la dilatation z — A2z | la translation z — z + v une rotation de centre %

De points fixes 0 et oo 00 i (et —1)

TABLE 1.1 — Classes de conjugaison des isométries positives de H

Isométries positives Le groupe PSLa(R) est 'ensemble des matrices réelles de déterminant 1, au
signe pres. Il agit sur H par homographies de I’espace projectif P'C :

a b az+b
= (C d) 2= (1.8)

cz—i—d.

Ces transformations sont des isométries positives! de H, qui s’étendent en des homéomorphismes

de H =HUOH.

Théoréme 1. Les isométries positives de H sont exactement les transformations de PSLg(R). I
s’agit d’un sous-groupe d’indice 2 de l'ensemble Isom(#) des isométries de H. Si I'on y ajoute la
symétrie z — —z, alors cela engendre Isom(H).

b
d
points fixes dans H, ou leur trace t = |a + d|. Chacune est conjuguée & un unique représentant présenté
dans la Table 1.1.

Les transformations hyperboliques nous intéresseront particulierement. Parmi leur deux points
fixes, il y en a un qui est attractif et ’autre répulsif 2. La géodésique qui les relie est appelée I’aze de la
transformation. L’axe est stable, et la distance hyperbolique qui sépare un point quelconque de ’axe
et son image est appelée longueur de translation £ de la transformation. Elle vérifie la relation avec la
trace suivante :

. s o a . ST . .
Les isométries positives + (c ) de H, l'identité mise a part, se classifient selon au choix leurs

t = 2cosh(¢/2). (1.9)

1.1.2 Surface hyperbolique

Définition 1. Une surface hyperbolique est un atlas maximal A sur une surface® X a valeurs dans H
tel que :
— Pour tout point z € X il existe une carte (U, ¢) € A telle que ¢(U) soit :

1. un disque hyperbolique centré en ¢(z);

2. un demi-disque hyperbolique centré en ¢(z), délimité par une géodésique de H passant
par ¢(z);

3. un secteur angulaire centré en (z), c¢’est-a-dire la portion d’un disque hyperbolique comprise
entre deux géodésiques distinctes de H passant par p(z).

— Les changements de carte sont des restrictions d’isométries positives de H.

1. Positive signifie préservant 'orientation.

2. Un point fixe z d’une transformation f : H — H est attractif si |f'(z)] < 1 et répulsif |f'(z)] > 1.

3. Une surface est une variété différentielle C*° orientable de dimension 2, sans bord ou a bord lisse par morceaux,
complete.
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FIGURE 1.3 — Un hexagone orthogonal de c6tés a, b et c.

2b

FIGURE 1.4 — Un pantalon hyperbolique

Chaque point de X ne peut se placer que dans un cas de la définition précédente. Ces points sont
alors appelés respectivement points intérieurs, points ordinaires du bord et sommets.

Sous des conditions adaptées, les surfaces hyperboliques peuvent étre collées les unes aux autres,
ou quotientées par des sous-groupes d’isométries ; [9] donne plus de précisions concernant ces construc-
tions.

La métrique hyperbolique sur le plan hyperbolique induit une métrique hyperbolique sur la surface,
et ainsi une distance, un volume.

Pantalons hyperboliques

Etant données trois longueurs strictement positives a, b et ¢, il existe & isométries prés un unique
hexagone orthogonal dans la disposition représentée en figure 1.3. Les formules de trigonométries
hyperboliques [9] permettent alors d’exprimer les longueurs «, 8 et 7y en fonction de a, b et c.

Le résultat obtenu en collant deux copies de cet hexagone le long des cotés «, 3 et 7y est appelé
pantalon hyperbolique, de longueurs extrémales 2a, 2b et 2¢ (voir Figure 1.4). A isométrie pres, c’est
l'unique ayant ces longeurs extrémales. Il s’agit d’une surface de signature (0,3), qui sera un bloc
élémentaire treés pratique pour construire les surfaces générales (voir la section 3.1).
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Revétement universel et groupes Fuchsiens

Le revétement universel d’une surface hyperbolique est déterminé par ’énoncé suivant :

Théoréme 2 ([9]). Soit X une surface hyperbolique. Le revétement universel X de X est isométrique
a un convexe de H a bord géodésique par morceaux. Si X n’a pas de bord, alors X est isométrique

a H.

Une surface hyperbolique sans bord X se réalise donc comme un quotient H T, ou I' est un groupe
Fuchsien, c’est-a-dire un sous-groupe discret du groupe Isom™*(#) = PSLy(R). Un sous-groupe T’
de PSL2(R) est Fuchsien si et seulement s’il agit de maniére proprement discontinue sur H. Les résultats
présentés ici sont tirés de [19], et la lectrice pourra y trouver plus de précisions.

Le groupe I, construit comme étant le groupe fondamental de la surface X, ne peut contenir
d’élément elliptique avec notre définition de surface hyperbolique; si c’était le cas, H /T serait un
orbifold, dont les points coniques sont les points fixes des éléments elliptiques. Si I" contient un élément
parabolique, alors le point fixe de celui-ci correspond a une pointe (ou en anglais cusp) sur la surface X
(et en particulier elle n’est pas compacte).

Un domaine fondamental D de X = H /T est une partie D C H fermée telle que :

— H est 'union de ~ - D, ou « parcourt I';

— Pour toute transformation v € I' différente de id, les intérieurs D et 5 - D sont disjoints.

Si la frontiére de D est de mesure hyperbolique nulle, alors u(D) est 1aire p(X). Toute surface hyper-
bolique X admet un domaine fondamental connexe et hyperboliquement convexe?, et dont la frontiére
est de mesure nulle. C’est par exemple le cas du domaine de Dirichlet associé a un point zy € H qui
n’est fixé par aucun élément non trivial de I', défini comme étant :

D, D)y={z€eH : VyeTl,d(z,2) <d(y-z2z)} (1.10)

D, (T) est une intersection discréte d’hyperplans, dont les frontiéres sont des médiatrices hyperboliques
entre les relevés de zg dans H.

Si la surface X est compacte, alors on dit que I' est cocompact. Les trois propriétés suivantes sont
équivalentes [19] :

— I est cocompact ;

— Les domaines de Dirichet de X sont compacts;

— X est d’aire hyperbolique finie, et I' ne contient pas d’éléments paraboliques.
Ceci implique que I" ne contient que des éléments hyperboliques.

Géodésiques fermées sur une surface hyperbolique

Définition 2. Une géodésique fermée sur une surface X est un lacet ¢ : S' — X qui est une géodésique
sur X. On note ¢(c) sa longueur. Une géodésique fermée c est dite primitive si elle ne peut s’écrire sous
la forme cf*, ou ¢g est une géodésique fermée et m > 2. Toute géodésique fermée c s’écrit de maniere
unique ¢f' ol ¢y est une géodésique fermée primitive, m € N*. On notera A(c) la longueur de cy.

Un résultat fondamental, propre a la géométrie hyperbolique, est le suivant :

Théoréme 3 ([9]). Soit X une surface hyperbolique compacte.

Soit ¢ un lacet sur X. Alors ¢ est librement homotope & une unique géodésique fermée ~y. sur X.
Si ¢ est simple®, alors cette géodésique est simple.

Si ¢ et ¢ sont des lacets sur X ayant n points d’intersection, alors il y a deux cas de figure :

— les géodésiques 7. et v sont confondues;

— les géodésiques 7. et v~ sont distinctes, auquel cas elles ont au plus n points d’intersection.

4. Une partie D C H est hyperboliqguement conveze si pour tout couple de points de D, la géodésique les reliant
dans H est incluse dans D.
5. Un lacet ¢: ST — X est simple s’il est injectif.
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En particulier, si ¢ et ¢/ sont disjointes et dans deux classes d’homotopie distinctes, alors 7. et . sont
disjointes.

Ce résultat établit une bijection entre I’ensemble des classes de conjugaison du groupe fondamen-
tal ' de X, c’est-a-dire I’ensemble des classes d’homotopie libre de lacets sur X, et ’ensemble des
géodésiques fermées sur X. Ainsi, dans la suite, un élément v de I' sera indifféremment une classe
d’homotopie libre, ou la géodésique fermée qu’elle contient.

Le spectre des longueurs marqué de la surface hyperbolique compacte X est définie comme étant :

r —R:

v (). (111)

Il fait correspondre aux classes d’homotopie la longueur de la géodésique qu’elle contiennent. L’image
de cette fonction, ordonnée, est appelée spectre des longueurs, et correspond & ’ensemble des longeurs
des géodésiques fermées sur X.

Un élément v de T' est également une isométrie de H. Comme X est compacte, v est une transfor-
mation hyperbolique. Son axe correspond, aprés passage au quotient, a une géodésique fermée de X,
dont la longueur est la longueur de translation de la transformation . Ceci donne lieu, grace a (1.9),
a la relation suivante :

t(y) = 2cosh(£()/2). (1.12)

Ce point de vue, réalisant I' comme ’ensemble des géodésiques fermées de X et des isométries de H
conservant X, permettra d’aboutir a la formule des traces de Selberg dans la section 1.3.3.

Rayon d’injectivité

Soit X une surface hyperbolique, et z un point intérieur de X. Le rayon d’injectivité au point z est
le suprémum des r > 0 tels que la boule de centre z et de rayon r dans X est isométrique a une boule
de rayon r dans H ; il est noté InjRad, (X). Le rayon d’injectivité global InjRad (X) est infimum des
rayons d’injectivité ponctuels.

Par définition d’une surface hyperbolique, il est nécessairement strictement positif. Il peut également
étre directement défini a partir de 'action de I" :

InjRad,(X) = %min{d(zm - z),v € I'\{id}}. (1.13)

Une boucle géodésique est une géodésique v : [a,b] — X dont les extrémités v(a) et y(b) sont
confondues. Il ne s’agit pas nécessairement d’une géodésique fermée. Le rayon d’injectivité en z est la
moitié de la longueur de la plus petite boucle géodésique passant par z, qui est une courbe fermée simple.
La distance de z a la géodésique fermée simple dans sa classe d’homotopie est au plus 2InjRad, (X).
note : Cette affirmation issue de [31] est fausse!! Cela a des conséquences sur les estimées de la suite
(voir article en cours de rédaction).

Le rayon d’injectivité global est la moitié de la longueur de la systole de X, c’est-a-dire de sa plus
petite géodésique fermée. Elle est nécessairement simple. De plus, 'infimum dans la définition du rayon
d’injectivité global est atteint pour tout point de la systole.

1.2 Laplacien d’une surface hyperbolique

1.2.1 Laplacien en géométrie riemannienne
Définition

Soit M une variété Riemannienne lisse connexe de dimension m > 1. Si M a un bord 9M, supposons
que M est orientée, et que ce bord est lisse. Sous ces hypotheses, les notions de gradient d’une fonction
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et de divergence d’un champs de vecteurs sont bien définies (voir le chapitre 2 de [13]), et nous pouvons
définir le laplacien d’une fonction f: M — R comme étant :

Af = —div(grad f). (1.14)

L’opérateur A est également appelé opérateur de Laplace-Beltrami. 11 envoie linéairement les fonctions
de classe C* sur des fonctions de classe C¥~2, pour k > 2. De plus, il vérifie la propriété multiplicative
suivante :

A(fh) = f Ah —2g(grad f,grad h) + hAf. (1.15)

Expression dans les cartes

Le laplacien d’une fonction lisse f : M — R s’exprime en coordonnées locales de la sorte :

1 ,
Af = =g D (g Vdetg Oif) (1.16)

J,k=1

ou 0; est la différentiation par rapport & la j-ieme coordonnée, (g;) est le tenseur de la métrique, det g
est son déterminant et (g7%) son inverse.
Dans le cas particulier de R™ muni de la métrique plate, le laplacien a ’expression usuelle suivante :

Af:—za—x?- (1.17)

Notons que le signe moins, qui pas habituel en physique, est choisi ici afin d’obtenir plus loin des
valeurs propres positives (voir la section 1.3.1).
Sur le demi-plan de Poincaré, le laplacien s’exprime dans les coordonnées habituelles :

0? 0?
_ .2
ou en coordonnées polaires :

e 16 1 &
or?  tanhrdr  (2sinhr)? 962

A=— (1.19)

Commutation avec les isométries

Une propriété fondamentale du laplacien est qu’il commute avec les isométries, c’est-a-dire que si 7y
est une isométrie de M, et f: M — R est une fonction lisse, alors :

A(for) = (Af) o7. (1.20)

Cela en fait un objet tres naturel en physique, car il ne dépend pas du repere choisi. Le laplacien est
en quelque sorte I'opérateur différentiel « le plus simple » qui vérifie cette propriété. Plus précisément,
I’algebre des opérateurs différentiels sur les fonctions qui commutent avec les isométries est une algebre
polynomiale en A [3].

C’est cette propriété qui permettra de ramener 1’étude du laplacien sur une surface obtenue comme
un quotient H /T (voir la section 1.1.2) & celle du laplacien sur le demi-plan de Poincaré H, & condition
de ne 'appliquer qu’a des fonctions I'-périodiques. Cela aura également des applications dans ’étude du
spectre du laplacien sur des surfaces ayant des isométries d’ordre fini (voir la section 3.3 par exemple).
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Interprétation physique

En tant que —A = divgrad, le laplacien joue un réle essentiel en physique. D’un point de vue
statique, il lie le potentiel gravitationnel V et la densité de masse p :

—AV = 47Gp. (1.21)
De méme, en électrostatique, pour un potentiel V' et une densité de charge p,
AV = p/eo. (1.22)

Le laplacien permet de mettre en équations certains processus physiques qui évoluent dans le
temps, en particulier lorsque des quantités se propagent dans l’espace : ondes, chaleur, soluté dans un
solvant... Ces équations d’évolution s’établissent généralement en effectuant des bilans de matiére ou
d’énergie locaux, dans des petits domaines, et en utilisant les formules intégrales comme la formule
d’Ostrogradski (qui est une conséquence de la formule de Stokes).

L’équation de la chaleur modélise I’évolution de la température T' : M x]0, +oo[— R en régime
linéaire dans un milieu M sans radiation au coefficient de diffusion thermique D. Si D est homogene,
alors elle s’exprime :

oT
— =—-D AT. 1.23
5 (1.23)
Si la frontiere de M est isolante, s’ajoute la condition au bord :
T
g—y =0 sur OM, (1.24)

ou v est le champ de vecteurs unitaire normal sortant sur M. Si cette fois la frontiere de M est a
une température fixée (que 'on peut supposer nulle quitte & changer l'origine des températures), la
condition au bord s’écrit :

T =0 sur OM. (1.25)

Cette facon de décrire ’évolution d’une quantité physique n’est pas propre a ce probleme : il s’agit
de I’équation de la diffusion, qui s’applique dans de nombreuses autres situations. Par exemple, la
concentration C' d’'un solvant dans un soluté vérifie la méme équation, o D est un coefficient de
diffusion qui dépend des espéces considérées.

L’équation d’onde décrit la propagation d’une onde sur une membrane M a bords fixés. Si les
oscillations sont supposées petites, et h : M x]0,+oo[— R est la valeur algébrique de la vibration
transverse a la surface, alors elle vérifie :

p 9*h ,
Ah + v i =0 sur Mx]0,+oo] (1.26)
h=0 sur OM x]0, +o00[

ou p et 7 sont la densité et la tension de la membrane. La premiére équation décrit la propagation de
I’onde sur la surface, et la deuxiéme impose la fixité du bord. Si le bord est libre, alors la condition
au limite devient celle de Neumann, c’est-a-dire que ’annulation de la dérivée sortante comme dans
(1.24).

En mécanique quantique, I’équation de Schrodinger décrit I’évolution d’une particule, représentée
par une onde v, soumise a un opérateur de Schrédinger H. Elle s’écrit :

oY
5‘t

Par exemple, pour une particule de masse m soumise a un champ de forces générés par un potentiel V',

= Hy. (1.27)

lopérateur H vaut h —A + V. On constate que cette équation est de la méme forme que I’équation
d’onde, a la multlphcatlon par i pres, qui transforme I’amortissement d’une onde sur le long terme
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en oscillations autour d’états stables. La quantité | (z, t)|2 représente la probabilité de présence de la
particule au point x a 'instant t.

Pour approcher la résolution de ces équations aux dérivées partielles, il est possible de séparer les
variables, ¢’est-a-dire de chercher les solutions sous la forme (x,t) — a(t)p(z). Alors, par exemple pour
I’équation de la diffusion, les fonctions doivent vérifier :

Ap(z) = dp(x
{ a’é() = —)\l(g(azt). (1.28)

Ainsi, la partie spatiale ¢ est une fonction propre du laplacien. Le laplacien n’ayant que des valeurs
propre positives (voir la section 1.2.2), la partie temporelle a(t) = c e *P? ’atténue avec le temps, ce
qui est attendu pour des problemes de diffusion. Ceci motive 1’étude des fonctions propres du laplacien.
Nous étudierons trois problémes propres sur M, qui consistent & trouver ¢ € C2(M) telle que :

— quand M n’a pas de bord (probléme fermé),

Ap=Xp; (1.29)

— pour le probléme de Dirichlet,

{0207 o, (1.50)
— pour le probléme de Neumann,
Ap=Aip sur M
{ g—f =0 sur OM. (131)

Ces différentes conditions aux bords correspondent a celles de I’équation de la chaleur et des ondes.
Nous pouvons également considérer des conditions aux bords mixtes (de Dirichet sur certaines parties
du bord, et de Neumann pour d’autres), voir [12].

Sous certaines conditions, comme la compacité de M (voir la section 1.3.1), toutes les fonctions
pourront se décomposer en somme T'(z,t) = > 5, a;(t)p;j(z), ot (¢;)jen sont des fonctions propres
du laplacien, de valeurs propres (\;);en. Alors, les solutions de I’équation de la chaleur seront de la

forme :
T(x,t) =Y cje NP fi(x). (1.32)
§>0
De la méme maniere, les solutions de I’équation de Schrodinger, si cette fois I'opérateur diagonalisé
A 2
est H = ;—mA +V, et a pour états propres (1), en de valeurs propres (E;),en, sont de la forme :

Pz, t) = che_iEjt/hwj(x). (1.33)
j=0

Les énergies du systéme (émises ou absorbées) sont quantisées, et sont les différences E; — Ej,.

Formule de Green

La formule de Green est un moyen de faire un lien entre les valeurs des fonctions a 'intérieur d’une
surface et sur son bord. Elle est une conséquence directe de la formule de Stokes [15]. Elle s’énonce
différemment si M a un bord ou non :

Théoréme 4 (Formule de Green). Soient f et h des fonctions lisses sur M.

1. Si M n’a pas de bord, alors :

/ (hAf — g(grad h, grad f)) dV = 0. (1.34)
M
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2. Si M est compacte orientée et a un bord M, notons dA la mesure sur 9M associée & la métrique
que M induit sur M. Alors,

/ (hAf — g(grad hgrad ) dV = — [ 0 2L aa (1.35)
M om OV

Ici, la mesure dV est la mesure induite par la métrique définie sur M. Une conséquence de la
formule de Green est que, si 'on munit C*°(M) du produit :

(f,h) = [ fhdV. (1.36)
M

alors, pour des fonctions f et h de C*°(M), vérifiant de bonnes conditions sur I’éventuel bord de M
afin d’annuler le terme de droite de (1.35), le laplacien est symétrique :

(Af.h) = (f.Ah) (137)

et positif :
(Af, f) = |lgrad f]|* = 0. (1.38)

1.2.2 Laplacien en tant qu’opérateur non borné sur un espace de Hilbert
Espaces fonctionnels associés a une surface hyperbolique

Nous allons maintenant définir 'opérateur laplacien comme un opérateur non borné sur l’es-
pace L2(M), 'espace des fonctions sur M de carré intégrable pour la mesure canonique dV associée a
la métrique g. Il est défini comme étant le complété de C>°(M) pour le produit (-, -) défini par (1.36).

Comme le laplacien est un opérateur différentiel d’ordre 2, nous ne pourrons pas le définir sur tout
le domaine L?(M). Nous définissons ainsi des espaces de Hilbert intermédiaires qui seront adaptés
pour le construire.

L’espace L} (M) est défini comme étant le complété de I'ensemble x (M) des champs de vecteurs
continus sur M par le produit :

(X)Y) = /M g(X,Y)av. (1.39)

Il correspond & ’espace des champs de vecteurs mesurables sur M (c’est-a-dire dont les coefficients
dans les cartes sont mesurables), et tels que 'intégrale (1.39) converge.
L’espace de Sobolev H'(M) est le complété de C*°(M) par le produit :

(fi)1 = (f, h) + (grad f, grad h). (1.40)

11 s’identifie par I'injection H'(M) — L?(M) en un sous-espace dense de L?(M). Il est plus concréte-
ment I’ensemble des fonctions f € L?(M) ayant une dérivée faible dans Li(M), c’est-a-dire telles qu’il
existe Y € Li (M) tel que pour tout champ de vecteur X sur M de régularité C?,

(Y, X) = —(f, div X). (1.41)

Dans ce cas, Y est unique et noté grad f.
Si M a un bord, alors le complété de CS°(M) pour (-, -); est I'espace Hg (M) C HY(M).

Définitions du laplacien

Nous allons construire un opérateur laplacien pour chacun des problémes propres.
Plagons-nous pour le moment dans le cas o M n’a pas de bord. Considérons la forme bilinéaire
de domaine H(M) :
B(f,h) = (grad f,grad h). (1.42)
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Il s’agit d’une forme fermée sur 'espace L?(M). Elle induit un opérateur autoadjoint A sur un do-
maine D(A) dense dans L?(M), qui est Uensemble des ¢ € H'(M) tels que la forme linéaire f €
HY(M) — B(p, f) s’étende continfiment sur L?(M), et ainsi tels que le Théoréme de Riesz fournisse
une fonction Ay € L?(M) vérifiant :

VfeL*(M),B(p, f) = (f,Ap). (1.43)

La formule de Green (1.34), prolongée par continuité, montre que si ¢ € C*°(M), alors les notions de
laplacien coincident. Une fonction propre ¢ de A de valeur propre A € C est une fonction ¢ € D(A)
telle que Ay = Ap, c’est-a-dire :

Vf e LQ(M),/Mg(gradf, grad @) dV = A y fodV. (1.44)

L’ellipticité du laplacien (voir le chapitre 8 de [34]) permet d’établir qu’alors ¢ est de classe C*° sur M.
Cela implique qu’elle vérifie réellement Ay = Ay ponctuellement.

Supposons maintenant que M a un bord.

Si l'on choisit comme domaine de notre forme D(Bp) = H}(M), alors le domaine du laplacien
obtenu, le laplacien de Dirichlet Ap, est une partie de H}(M), et donc les éléments ¢ € D(Ap)
vérifient ¢ = 0 sur le bord de M.

Si cette fois le domaine est D(By) = H'(M), alors pour ¢ € H'(M), la formule de Green (1.35)
prolongée par continuité montre que pour que f — B(¢p, f) soit continue, il faut que g—f = 0 sur le
bord de M. Le laplacien obtenu, le laplacien de Neumann Ay, a donc un domaine dans lequel toutes
les fonctions vérifient ces conditions.

Dans un cas comme dans ’autre, les conditions au bord de M permettent que la formule de Green
(1.35) fassent coincider les notions de laplacien pour les fonctions de C*°(M), et que les fonctions
propres de l'opérateur soient des solutions de I’équation ponctuelle Ay = Ay sur M ; dés lors, les
fonctions propres de Ap sont des solutions du probléme de Dirichlet, et celles de Ay de celui de
Neumann.

1.2.3 Le cas du demi-plan de Poincaré

Cherchons des fonctions propres du laplacien sur H. Pour cette discussion, nous ne les chercherons
pas dans L?(H), mais plutot directement des fonctions de classe C>° sur H. L’ellipticité discutée plus
tot motive ce choix, ainsi que le fait que nous avons de bons systémes de coordonnées sur H qui
permettront de faire des calculs de dérivées explicites.

Fonctions de y

Une premiere idée est de chercher des fonctions qui ne dépendent que de la partie imaginaire y
de z. Dans ce cas, I'équation Af = Af devient une équation différentielle ordinaire d’ordre 2, donc on
peut s’attendre a un espace de solutions de dimension 2 :

Proposition 5. Soit 7 € C et A = 1 + 72 Alors,
— Si A # 1/4, alors les fonctions y%‘*‘" et y%_" sont deux solutions linéairement indépendantes
de Af = Af.

— Si A =1/4, la méme chose se produit avec les fonctions yt/?

et y*/2logy.

Attention, il faut remarquer ici que les fonctions propres ici présentes n’appartiennent pas a L2(H),
car elles n’ont pas les bonnes décroissances pour étre intégrables sur . Nous discuterons du spectre
du laplacien en tant qu’opérateur de L?(H) a la fin de cette section.
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Fonctions radiales

Nous pouvons aussi rechercher des solutions propres radiales, ¢’est-a-dire des fonctions ne dépendant
que de la distance a un point fixé, le centre. Voici une méthode pour en construire, en moyennant autour
d’un point :

Définition 3. Soit f : H — C une fonction. La radialisée de f au point z € H est définie par la
formule suivante :

Yw € H, 224 (w) :/ f(M -w) dM (1.45)
S

ol S, est le stabilisateur de z pour l'action de PSLy(R) sur H, qui est conjugué a SO3(R), et dM est
la mesure de Haar normalisée dessus.

La radialisée de f est une fonction radiale de centre z, et qui vaut f(z) en z. Le fait que le laplacien
commute avec les isométries fait que si f est une fonction propre du laplacien, alors pour n’importe
quel centre z € H, la fonction ffd est une fonction propre du laplacien également. Couplée avec les
exemples du paragraphe précédent, cette observation permet d’obtenir des familles de fonctions propres
du laplacien :

Proposition 6. Soit r € C. Soit f, la radialisée en 7 de la fonction x4+ iy — y%“"”. Il s’agit d’une fonc-
tion propre de A, de valeur propre associée A = i +72. Dans les coordonnées polaires de centre i et de
direction verticale, la fonction s’exprime comme étant f,.(z) = F,.(d(i, z)), ou Fy s’écrit explicitement :

Fo(p) =1 / ' : a6 (1.46)

T cosh p + sinh p cos 20) 2+ .

Pour z € H fixé, la fonction w € H — F,.(d(z,w)) est P'unique fonction propre de A de valeur propre A
radiale de centre z et valant 1 en z.

Spectre de A sur H

Pour le moment nous avons travaillé dans C*°(#H). Considérons maintenant le laplacien comme un
opérateur non borné sur L%(#H). Le spectre est alors 'ensemble des nombres complexes A tels que
Iopérateur A — Aid n’est pas inversible d’inverse bornée.

Le spectre du laplacien est l'intervalle [1/4,4o00[. La preuve de la borne inférieure découle du
principe du min-max (le Théoréme 12), et de I'inégalité établie dans I'introduction de [28] :

VF € ¢ (), P < (7, Af). (1.47

Le fait que les valeurs de [1/4,4o00[ appartiennent au spectre s’établit en construisant des fonctions
propres approchées a l’aide des fonctions propres exactes trouvées précédemment ; ceci permet de nier
Iinversibilité de A — AT pour A > 1/4.

La valeur 1/4 est trés particuliére pour toutes les surfaces hyperboliques, nous y reviendrons dans
la section 1.3.4.

1.2.4 Opérateurs a noyau et transformée de Selberg
Opérateurs a noyaux sur H

Pour le moment le seul opérateur que nous avons étudié sur H est le laplacien. Voici une famille
d’opérateurs intéressants, qui permettront d’étudier le spectre du laplacien :

Définition 4. Une fonction k : R — C paire de classe C* est appelée noyau invariant si elle vérifie
la condition de décroissance suivante pour un certain 6 > 0 et C > 0 :

Vp >0, |k(p)| < Ce P(1F9), (1.48)
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On lui associe une fonction C* de deux variables de H, également notée par abus k :
V(z,w) € H x H,k(z,w) := k(d(z,w)). (1.49)

Ce noyau invariant définit un opérateur intégral invariant de domaine C°(H) C L?(H) :

Tpf»—)/ﬁk;(-,w)f(w)du(w). (1.50)

Cette facon de construire des opérateurs est tres pratique, car elle nous permet d’obtenir un grand
nombre d’opérateurs, qui auront des propriétés faciles a déterminer relativement a k. Dans le cas
ou le noyau invariant k : R — C est a support compact, il vérifie automatiquement la condition de
décroissance (1.48). Ces exemples fondamentaux sont souvent suffisants pour ce que 'on cherche &
faire.

Les relations entre opérateurs intégraux invariants et 1’étude du spectre du laplacien s’explicitent
a travers le résultat suivant, qui découle de I'invariance du laplacien par isométrie et de la formule de
Green :

Théoréme 7 ([3]). Soit k un noyau invariant.
— T}, commute avec le laplacien.
— 1l existe une fonction h : C — C telle que, si f est une fonction propre de A sur H de valeur
propre A = i + 72, alors c’est également une fonction propre de T} de valeur propre h(r).
La fonction h s’exprime explicitement de la maniere suivante :

h(r) = Ak(z,w)FT(d(z,w)) dp(w), (1.51)

ou F, est définie dans la Proposition 6.
Des manipulations de la formule (1.51) ménent & la proposition suivante :

Proposition 8 ([3]). La fonction h est la transformée de Selberg® associée au noyau k. Elle peut étre
calculée comme la transformée de Fourier de la fonction g définie par :

oo k(p)sinhp
lu| Vcoshp—coshu

Cette transformation peut s’inverser, car le noyau k s’exprime a ’aide de la transformée de Fourier g
de h de la maniére suivante :

g(u) =2 (1.52)

. 1 “+oo g/(u) .
k(p) = \@T/p md . (1.53)

Les noyaux de la chaleur

Une autre famille de noyaux qui sont trés utiles sont les noyauz de la chaleur. A tout instant ¢ > 0,
par la proposition d’inversion 8, on définit p; comme étant le noyau invariant associé a la transformée

de Selberg
1
hi : 7 — exp {—t (4 + 7“2)} . (1.54)

La raison pour laquelle ces noyaux sont appelés ainsi est qu’ils sont des solutions fondamentales de
l’équation de la chaleur, c’est-a-dire qu’ils vérifient :

6. La transformation de Selberg est une fonction S(f) associée & une fonction f : H — C par une formule intégrale
(voir [3]). Ici, la fonction f est z — k(i,2).
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Proposition 9. La fonction p : H x H x R} — C est continue, de classe C? en les deux premiéres
variables, et C! en la troisiéme, et vérifie :
1. % =—-A,p.
2. p(z,w,t) = p(w, z,1t).
3. limy 0+ [;, p(2,w,t) f(w) du(w) = f(z) uniformément sur tout compact en z, pour toute fonc-
tion f continue & support compact.

Ceci implique que pour toute condition initiale f : H — C continue a support compact, la fonc-
tion g(z,t) := Tp, f(#) est solution au probléme de la chaleur :

{ g(z,t=80) = f(2). (1.55)

La fonction z + g(z,t) correspond au profil de température, aprés avoir laissé se propager pendant
une durée t la condition initiale f. Une bonne manipulation des formules d’inversions permet d’établir
la décroissance spatiale de p; :

Proposition 10 ([3]). Il existe une constante C' telle que pour tout ¢ > 0, p > 0,
e—t/4—p2/8t

. (1.56)

0<pi(p) <C

Cas d’une surface compacte

Les résultats que nous souhaitons établir a ’aide des opérateurs intégraux invariants, comme le
théoréme spectral et la formule des traces de Selberg (voir la section 1.3), sont vérifiés dans le cas ou la
surface étudiée est compacte. Nous décrivons ici une famille d’opérateurs sur une surface hyperbolique
compacte X = H /T, dont D est un domaine fondamental de frontiere de mesure nulle.

Les fonctions de L2(X) peuvent étre réalisées comme des fonctions mesurables f : H — C et I'-
invariantes :

VyeI,Vz e H, f(v-2) = f(2). (1.57)
Elles n’appartiennent néanmoins pas nécessairement a L?(H).
Définition 5 ([3]). Soit & un noyau invariant sur H. On lui associe un noyau automorphe K, défini
par la série :
K(zw) =Y k(z,7- w), (1.58)
ver

Ce noyau définit un opérateur intégral invariant sur L?(X), par la formule suivante :
Tef(z) = / K(z,w)f(w)dw. (1.59)
D

Cette définition coincide avec la définition de Ty pour les fonctions I-invariantes de L?(#H). La
convergence de la série (1.58) et la bonne définition de 'opérateur proviennent de la condition de
décroissance (1.48), et des estimations pour m — +oo issues de [3] :

Vze D, #{y el : m<d(z,vz) <m+1} =0(e™). (1.60)

1.3 Etude du spectre d’une surface hyperbolique compacte

Soit X une surface hyperbolique. Le laplacien étant un opérateur essentiellement autoadjoint
sur L2(X), ses valeurs propres sont réelles, et ses espaces propres orthogonaux. De plus, 0 est une
valeur propre de Neumann si et seulement si X est d’aire finie, et dans ce cas l’espace propre est
I’ensemble des fonctions constantes. Ce n’est pas une valeur propre de Dirichlet.

Cette section présente les résultats plus précis, propres au laplacien, qui motivent I’étude de son
spectre.
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1.3.1 Théoreme spectral

Soit X une surface hyperbolique compacte. Les opérateurs Tk, ou K : X x X — C est un élé-
ment de L?(X x X), sont ce que I'on appelle des opérateurs de Hilbert-Schmidt [6]. Sur Pespace
séparable L?(X), ces opérateurs sont compacts. Si K est symétrique et a valeurs réelles, alors Tk est
autoadjoint. Par conséquent, le théoréme spectral pour les opérateurs compacts autoadjoints est vérifié
par Tk . Nos opérateurs automorphes nous fournissent donc une famille d’opérateurs commutant avec
le laplacien, et pour lesquels L?(X) admet une famille orthonormée dense de fonctions propres. Ceci
nous permet d’établir le résultat suivant, essentiel a notre étude :

Théoréme 11 (Théoréme spectral [3]). Soit X une surface hyperbolique compacte. Le probléme
spectral Ap = A\p admet un systéme orthonormé complet (¢;);en de fonctions propres C* dans L?(X)
de valeurs propres correspondantes () en, vérifiant :

O=X <A< A <...<N\, — +oo. (161)

n—-+oo

1.3.2 Principe du min-max et inégalités de Cheeger

Une réécriture de cette décomposition spectrale est le principe du min-max, qui est une description
variationnelle du spectre du laplacien :

Théoréme 12 ([12]). Soit X une surface hyperbolique compacte, et (A;);en la suite ordonnée de ses
valeurs propres. Soit k € N*. Pour tout sous-espace vectoriel E de dimension k — 1 de H!(X),

e zinf{B'(j:l’g),f eEl}. (1.62)

L’égalité est atteinte en prenant E engendré par une famille orthogonale de fonctions propres, associées
aux k — 1 premieres valeurs propres (\;);efi,k—1]-

Ceci permet d’établir des liens entre le spectre du laplacien sur la surface entiére, et sur des parties
de celle-ci :

Corollaire 13 ([12]). Soit X une surface hyperbolique compacte, N un entier et Q;,...,Qy des
domaines normaux ” disjoints de X. Notons (A;);en la suite ordonnée des valeurs propres du laplacien
sur X.
— 81 (v) jen est la réunion ordonnée (avec multiplicité) des valeurs propres du laplacien de Dirichlet
sur les domaines Q;,i € [1, N], alors,

Vj e N, )\j <vj. (163)

— Si de plus X = Uf\;l Q;, et (u;)jen est la réunion ordonnée (avec multiplicité) des valeurs
propres du laplacien de Neumann sur les domaines €2;,4 € [1, N], alors,

Ce genre de résultat nous permet de trouver un lien entre des propriétés spectrales et géométriques
de la surface. Par exemple, une quantité géométrique intéressante est :

Définition 6. La constante de Cheeger d’une surface hyperbolique compacte X est définie comme
étant : N
> =1 ()
min(u(A), u(B))

ol (7j)jeqi,ny est une famille de lacets simples sur X, telles que la surface X coupée le long de ces
lacets a deux composantes connexes A et B.

h(X) = min { (1.65)

7. Un domaine normal d’une surface hyperbolique X est un ouvert connexe relativement compact & bord C*° par
morceaux de X.



24 CHAPITRE 1. SPECTRE DES SURFACE HYPERBOLIQUES

Elle décrit la possibilité de découper la surface en deux composantes connexes de grande masse, en
coupant peu de longueur. Elle est liée au spectre du laplacien de la maniere suivante :

Théoréme 14 (Inégalité de Cheeger). Il existe une constante C' > 0 telle que, si h := h(X),

h; <\ (X) < C(h+ h). (1.66)

1.3.3 Formule des traces de Selberg

La formule des traces de Selberg est un équivalent de la formule sommatoire de Poisson. Elle
établit un lien entre les valeurs d’une fonction test appliquée au spectre du laplacien, et les valeurs de
sa transformée de Fourier appliquée a son spectre des longueurs.

Théoréme 15 (Formule des traces [3, 21]). Soit X = H /T une surface hyperbolique compacte. No-
tons (A;)jen les valeurs propres ordonnées du laplacien sur X ; pour j € N considérons un complexe 7;
tel que \j = 1/4 + 7.

Soit h : C — C une fonction vérifiant :

1. h est analytique sur la bande B, = {|Im z| < o} pour un o > 1/2;
2. h est paire®;
3. I existe § > 0, C > 0 tel que pour tout z dans B, |h(z)| < C(1+ |Re z[)727°.

Alors, si g est la transformée de Fourier de h,

+oo N M %
;h(m) i /Rh(ﬂ) tanh(mp)pdp + Ve;\;id} 2c0sh(€(7)/2)g(£(7))’ (1.67)

ou £(v) est la longueur de 7, et A(y) la longueur de la géodésique primitive associée a ~ (voir la
Définition 2).
Ce résultat découle du lemme suivant, qui constitue en soi un résultat utile :

Lemme 16 (Formule de la prétrace [3]). Sous les hypotheéses du Théoreme 15, si (1) jen est une base
orthonormée de fonctions propres de A sur X = H /T, et k est le noyau invariant associé a h,

+oo
> b () = 1= [ o) tanbmplpdp+ 30 Kz -2) (1.68)
j=0

y€eTr\{id}
La formule des traces de Selberg, appliqué aux noyaux de la chaleur, permet d’établir :

Théoréme 17 (Huber [9]). Des surfaces hyperboliques compactes de méme genre ont le méme spectre
des longueurs si et seulement si leurs laplaciens ont le méme spectre.

Néanmoins, le spectre du laplacien ne détermine pas la surface hyperbolique a isométrie pres
(d’apres le théoréme de Sunada, présenté dans le chapitre 11 de [9]).

1.3.4 Position du spectre par rapport a la valeur 1/4

En comparaison avec le spectre du laplacien sur le demi-plan de Poincaré H, le revétement universel
des surfaces hyperboliques, nous allons distinguer les petites valeurs propres, c’est-a-dire les valeurs
propres de A strictement inférieures & 1/4, et les autres.

Il a d’abord été conjecturé par McKean que de telles valeurs propres n’existaient pas, ce qui a été
invalidé par une construction explicite de Randol [33] & I’aide de la formule des traces.

8. On dit que h : C — C est paire si pour tout z € C, h(—z) = h(z).
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La valeur 1/4 est tres particuliere. En effet, le nombre de petites valeurs propres d’une surface
hyperbolique de genre g est majoré par une constante c¢q,. Schmutz [35] démontre que ¢, = 49 — 3
convient, et conjecture que ¢, = 2g — 2 aussi note : ceci a été démontré en 2009 par Otal et Rosas.
Cette valeur de cq4 est motivée par le fait que c’est la meilleure que le raisonnement de Schmutz peut
produire; il n’y a pas de borne inférieure la réalisant a notre connaissance.

Cette majoration en fonction du genre n’est pas possible pour de plus grandes valeurs propres :
pour tout € > 0, pour tout genre g > 2, il existe des surface de genre g ayant un nombre arbitrairement
grand de valeurs propres plus petites que 1/4 + ¢ [9].

D’un autre point de vue, une application classique de la formule des traces de Selberg, le Théoreme
des géodésiques premiéres (9.6.1 dans [9]), montre que le comportement asymptotique du spectre des
longueurs d’une surface est principalement influencé par ses petites valeurs propres.

La conjecture de Selberg affirme que les surfaces de congruence, définies comme étant le quotient
de H par le groupe

I'(n) ={M € PSLy(Z) : M = I, mod n}, (1.69)

n’ont pas de petite valeur propre non triviale. Des résultats intermédiaires dans ce sens ont été établis
et sont présentés dans [3]. Cette conjecture est au coceur des applications arithmétiques de la théorie
spectrale des surfaces hyperboliques.
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Chapitre 2

Théorie spectrale des graphes finis
réguliers, et approche probabiliste

L’étude du spectre des graphes finis est, en plusieurs aspects, trés similaire a celle du spectre des
surfaces hyperboliques. Les résultats fondamentaux de le chapitre précédent ont tous des équivalents
pour les graphes, avec 'avantage indéniable que les opérateurs que nous diagonalisons ici sont de
dimension finie, et donc beaucoup plus simples.

Les probabilités peuvent interagir de différentes maniéres avec un graphe : marches aléatoires sur le
graphe, revétement aléatoire d’un graphe fixé, choix d’un graphe de maniére uniforme parmi I’ensemble
des graphes... Certains de ces points de vue ont mené récemment a des résultats concernant le spectre
des graphes finis réguliers : 'existence des graphes de Ramanujan [24], le cutoff de la marche aléatoire
sur ceux-ci [22], la conjecture d’Alon-Friedman [14, 5].

Je présente ici ces résultats, en espérant a la fois rendre claire la correspondance avec les propriétés
énoncées dans le chapitre 1, et mettre en place de nombreuses pistes a explorer et a appliquer aux
surfaces hyperboliques dans le chapitre 3.

2.1 Matrice d’adjacence et laplacienne

2.1.1 Définitions et notations
Graphe, degré, régularité

Soit G = (V, E) un graphe fini. V est I’ensemble de ses n sommets, et F I'ensemble de ses arétes.
Sauf précision contraire, les graphes seront supposés simples !, et non orientés. Pour des sommets x
et y, notons x ~ y lorsque x et y sont reliés par une aréte. Pour un sommet z, le degré de x est le
nombre deg x d’arétes passant par x. Le graphe G est d-régulier si tous ses sommets sont de degré d.
Dans ce cas, la relation 2#E = nd impose des conditions sur les parameétres du graphe (notamment, n
et d ne peuvent pas étre tous les deux impairs). On note Gy4(n) I'ensemble des graphes d-réguliers
indexés par [1,n].

Un cycle de longueur k£ dans un graphe est une suite de sommets z1, ...,z tels que pour tout ¢ €
[1,k — 1], ; ~ 2441, et ¢ ~ x1. Un graphe est un arbre s’il ne contient pas de cycle.

1. Un graphe est simple s’il ne contient ni aréte multiple, ni aréte qui est une boucle.

27
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1———2

N/

3—4

/N

5—6
FIGURE 2.1 — Un graphe 3-régulier a 6 sommets et 9 arétes.

3 -1 -1 0 -1 0
-1 3 0 -1 0 -1
-1 0 3 -1 -1 0

0 -1 -1 3 0 -1
-1 0 -1 0 3 -1

0 -1 0 -1 -1 3

OR O~ O
— O~ OO
OR Rk OO
==l e
—_0 0O R O -
O == O = O

FIGURE 2.2 — La matrice d’adjacence et laplacienne du graphe de la Figure 2.1.

Adjacence

L’opérateur d’adjacence agit sur I'ensemble des fonctions de V' dans R, noté Fy, de la maniere
suivante :

A~f:x€V»—>Zf(y) (2.1)

T~y

Il s’agit d’un opérateur linéaire sur Fy, qui est un espace vectoriel de dimension n. Une fois une
numérotation des sommets fixée, A se représente dans la base associée par une matrice A appelée
matrice d’adjacence.

Laplacien

Le laplacien L est également un opérateur linéaire sur Fy , qui est défini de la maniere suivante :

L-frzeVe) (fl@)—fy). (2:2)

T~y

De la méme manieére, il se représente matriciellement par la matrice laplacienne A. Cette matrice
s’écrit également *CC, ot C est la matrice dont les lignes sont indexées par les arétes, les colonnes par
les sommets numérotés [1,n], et telle que si e = (j, k), et j < k, alors ¢, ; = 1 et c. , = —1, et tous les
autres coefficients sont nuls. La matrice laplacienne est donc symétrique positive.

Matrice des degrés, cas régulier

La somme de ces matrices est la matrice des degrés D, qui est une matrice diagonale ayant comme
coefficients diagonaux les degrés des sommets. Ceci se remarque trés bien sur I'exemple 2.2. Dans ce
cas ol le graphe est régulier, cette matrice est dI,, et donc :

A+ A=dl,. (2.3)

Par conséquent, il est équivalent d’étudier le spectre du laplacien et de la matrice d’adjacence. Cette
derniére étant plus simple, nous nous en contenterons par la suite, et toute référence au spectre d’un
graphe correspondra au spectre de sa matrice d’adjacence. Néanmoins, il arrive que la matrice lapla-
cienne soit plus simple pour certains calculs, et il ne faut pas hésiter a 'utiliser.
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1 2

1 2 3 4

33— 4 ) 6
(a) Le graphe complet 3-régulier (b) Le graphe biparti complet 3-régulier

FIGURE 2.3 — Deux graphes 3-réguliers particuliers

Distance et diamétre

Un chemin de longueur k sur le graphe est une liste ordonnée de sommets qui sont successivement
voisins I'un de l'autre. Le nombre de chemins de longueur k& reliant des sommets i et j est le coeffi-
cient (4, j) de la matrice A*. Le graphe est conneze si tous ses sommets sont reliés par un chemin. Sauf
mention contraire, les graphes de ce mémoire sont supposés connexes.

La distance entre i et j est le plus court chemin qui les relie; ceci définit une distance sur V, et
toutes les quantités associées (les boules, notées B (z, R), le diamétre ... ). Pour un graphe d-régulier,
une boule de rayon k contient au plus 1 +d + d? + ...+ d* < d**! sommets, donc le diameétre est au
moins ¢qlogn, ol c¢g est une constante positive.

Le rayon d’injectivité en un sommet x € V est le plus grand entier k tel que la boule de centre x et
de rayon k est un arbre, il est noté pg(z). Le rayon d’injectivité global est le minimum de ces rayons
d’injectivité locaux.

2.1.2 Spectre d’un graphe d-régulier

Dans toute la suite, nous considérons un graphe G = (V| E) a n sommets et d-régulier.

Spectre de la matrice d’adjacence

La matrice A est symétrique réelle, et elle est donc diagonalisable dans R, et nous pouvons ordonner
ses valeurs propres (comptées avec multiplicité) :

An <L < (2.4)
Les valeurs propres du laplacien sont alors :
d—XM <...<d—- A\, (2.5)

Comme la matrice D14 = éA est stochastique, le vecteur constitué uniquement de 1 est un vecteur
propre associé a la valeur propre d, qui est de multiplicité 1, et les valeurs propres appartiennent toutes
au segment [—d, d]. Le réel —d est une valeur propre si et seulement le graphe est biparti, c’est-a-dire
si 'ensemble de ses sommets peut se partitionner en deux sous-ensembles U; et Us tels que toutes les
arétes aient une extrémité dans U; et 'autre dans Us. Ces valeurs propres (éventuelles) sont appelées
valeurs propres triviales.
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/NN

NI N

FIGURE 2.4 — Un graphe avec une petite constante de Cheeger (1/5, le minimum étant obtenu pour la
partie entourée en pointillés).

Deuxieéme valeur propre et trou spectral

La plus grande valeur propre non triviale, Ao est appelée deuxiéme valeur propre du graphe. Le
plus grand module de valeur propre non trivial est noté AT :

M =max{|\i|,i € [1,n] :|\] < d}. (2.6)

Le trou spectral est défini comme étant d — AT, c’est-a-dire la distance entre le spectre trivial et le
spectre non trivial. Les quantités d — AT et d — Ay sont lides trés fortement & des caractéristiques du
graphe, que nous détaillerons par la suite.
Voici 'exemple du cas des deux graphes d-réguliers les plus simples :
— Le graphe d-régulier complet est le graphe a d+ 1 sommets, qui sont tous reliés par une aréte. La
matrice A est alors Jy11 — Ig11, ou Jgy1 est la matrice de taille d + 1 constituée intégralement
de 1. Son spectre est {—1,d}, et son trou spectral d — 1.
— Le graphe d-régulier biparti est composé de 2d sommets, partagés en deux parties Uy et Us de d
sommets. Tous les sommets de U; sont reliés a tous les sommets de Us. Sa matrice d’adjacence
0) Ja

7, (O)) Son spectre est {—d, 0, d}, et son trou spectral d.

est la matrice définie par blocs (

Constante de Cheeger et inégalité de Cheeger

Définition 7. La constante de Cheeger d’un graphe G est définie comme étant :
(2.7)

ou le minimum est pris parmi les parties non vides U C V contenant moins de la moitié des sommets
de G. JU est le bord de U, c’est-a-dire ’ensemble des arétes de G ayant une extrémité dans U et
I’autre hors de U.

La constante de Cheeger est liée au trou spectral par le biais des inégalités de Cheeger :
1
i(d —X2) < h(G) < v2d(d — Xa). (2.8)

Ainsi, un graphe ayant un gros trou spectral aura également une grande constante de Cheeger, ce qui
indique qu’il sera bien connecté, et sans « goulot d’étranglement » comme celui de la Figure 2.4. La
notion de bonne connexion est particulierement importante en théorie des réseaux informatiques.

La constante de Cheeger d’une surface hyperbolique de genre g peut étre encadrée par celles des
graphes 3-réguliers a 2g — 2 sommets, grace a des découpages en pantalons et en triangles de la surface ;
voir [8].

Marche aléatoire

La marche aléatoire sur le graphe G est un processus qui consiste a partir d’un état initial x, qui est
un sommet du graphe, et & chaque instant, choisir de maniére uniforme et indépendante un voisin du
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FIGURE 2.5 — Une boule de rayon 4 dans I’arbre infini 3-régulier Tjs.

sommet ou l'on se trouve, et s’y rendre. C’est une chaine de Markov d’espace d’états V' et de matrice
de transition D~'A. Pour tout instant k € N, la probabilité P*(x,-) correspond & la répartition a
I'instant k avec la condition initiale x € V. Cette probabilité vérifie pour tout événement U C V :

1

P (2, U) = dogz > Py, V). (2.9)
zy

Une probabilité = sur V est dite stationnaire si elle est conservée par le processus. Ceci implique, en

vertu de la formule précédente, le fait d’étre un vecteur propre de la matrice *(D~tA) associé a la

valeur propre 1.

Dans le cas d’un graphe d-régulier, D = dI,,, donc les probabilités stationnaires sont des vecteurs
propres de la matrice d’adjacence, associés a la valeur propre d. La probabilité uniforme sur V', notée ,
en est une, comme le degré est uniforme.

Le vocabulaire usuel des chaines de Markov s’utilise directement (on parle de graphe récurrent ou
transient, de temps de retour & un sommet ... ). Certains résultats spectraux ont des conséquences sur
la marche aléatoire (comme le phénomeéne de cutoff présenté en section 2.2.2), et inversement ce point
de vue permet d’établir des résultats spectraux (le théoréme d’Alon-Friedman en est un exemple, voir
la section 2.2.4).

2.2 Graphes de Ramanujan

2.2.1 Définition et théoreme d’Alon-Boppana

Définition 8. Un graphe de Ramanujan est un graphe fini d-régulier dont toutes les valeurs propres A
sont +d ou vérifient |[A| < 2v/d — 1; autrement dit, un graphe tel que AT < 2v/d — 1.

Le choix de la valeur 2v/d — 1 n’est pas anodin. Il est d’'une part notable que l’arbre infini d-
régulier Ty a pour spectre le segment [—2v/d — 1,2v/d — 1]. Il s’agit du revétement universel de tous
les graphes d-réguliers (voir la Figure 2.5), au méme titre que le plan hyperbolique de spectre [1/4, +o00[
est le revétement universel de toutes les surfaces hyperboliques sans bord (voir la section 1.1.2).
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Cette valeur est rendue particuliére par le résultat suivant d’Alon, qui montre que pour n’importe
quelle valeur plus petite, il ne pourrait pas exister de graphe de Ramanujan de taille arbitrairement
grande. Les graphes de Ramanujan sont en ce sens les graphes ayant le trou spectral le plus grand
possible asymptotiquement.

Proposition 18 (Alon-Boppana [32]). Soit G = (V, E) un graphe fini d-régulier, et qui est de dia-
metre 2k. Alors, la valeur propre Ay vérifie :

od—1-1
Ay > 2Vd— —%- (2.10)

Par conséquent, il existe une constante c4 telle que pour tout graphe d-régulier & n sommets,

Ao > 2V/d—1— —2 (2.11)

logn.

La preuve de [32] provient de l'utilisation du principe du min-max : Alon construit une bonne
fonction propre f, orthogonale a la fonction constante (qui est le vecteur propre associé a la valeur
propre d), et utilise le fait qu’alors Ao > (Af, f)/||f||?. Cette méthode a I'avantage de ne pas étre
limitée au cas de la dimension finie (et donc les graphes), de nombreuses propriétés spectrales sur les
surfaces pouvant se démontrer ainsi (voir la section 1.3.2).

Cette proposition indique que les cas particuliers du graphe régulier et biparti vus précédemment,
qui ont des trous spectraux d’a peu pres d, sont des exceptions permises par leur faible nombre de
sommets.

Les graphes ayant un gros trou spectral (dans nécessairement étre optimal comme les graphes de
Ramanujan) sont appelés des expanseurs. Ils vérifient de nombreuses propriétés qui les rendent trés
utiles, par exemple pour des applications informatiques (voir [18]).

2.2.2 Cutoff de la marche aléatoire sur des graphes de Ramanujan

Un exemple de telle application se trouve dans l’article de Lubetzky et Peres [22], qui établit qu’il
existe un phénomene de cutoff pour la marche aléatoire sur les graphes de Ramanujan d-réguliers.
Cela signifie que, quelque soit 1'état auquel la marche aléatoire est initialisée, sa répartition P!(z,-)
devient trés soudainement presque uniforme & un instant ¢, appelé temps de mélange (et qui dépend
de la taille du graphe). Par conséquent, le graphe « mélange bien », étant donné qu’en temps fini
la marche aléatoire initialisée en un point est presque uniformément répartie. Quantitativement, le
théoréme s’énonce ainsi :

Théoréme 19 ([22]). Soit G un graphe de Ramanujan d-régulier non biparti & n sommets. Considérons
le temps t.(n) = ﬁ log,;_; n. Alors pour tout s € R fixé, la marche aléatoire sur G vérifie :

ngrfm Dry (t*(n) + s4/logy_; n) =P(Z > cgs), (2.12)

N . . _ (d—2)%7
ou Z est la loi normale centrée standard, et cq4 N/ i

La quantité D7y est définie par :

Dry(t) = max max P! (z,U) — 7(U)]|. (2.13)
et représente la plus grande distance en wvariation totale entre les répartitions a 'instant ¢ initialisées
en r € G, et la distribution uniforme 7.

Les auteurs établissent également que, asymptotiquement pour n grand, les graphes d-réguliers de
taille n mélangeant le plus vite sont les graphes de Ramanujan non bipartis. Ces résultats ont des
conséquences plus géométriques sur le graphe en lui-méme, en particulier sur la distance entre ses
sommets :
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Corollaire 20 ([22]). Soit G un graphe de Ramanujan d-régulier non biparti & n sommets. Alors,
pour tout sommet x,

#{y €V : |d(z,y) —logy 4 (n)| > 3log,_;(logn)} = o(n), (2.14)

ou autrement dit, quand n devient grand, une proportion s’approchant de 1 des sommets de G est a
la distance log,;_;(n) de x a 3log,_, (logn) pres.

2.2.3 Existence des graphes de Ramanujan
Les résultats d’existence

Si 'on connailt quelques graphes de Ramanujan de petite taille, comme le graphe complet ou le
graphe biparti complet, il est beaucoup plus difficile d’en trouver de taille arbitrairement grande.
Lubotzky, Phillips, Sarnak et Margulis [23, 25] exhibent en 1988 des familles infinies de graphes de
Ramanujan (p+1)-réguliers pour tout nombre premier p congrus & 1 modulo 4. Certains de ces graphes
sont bipartis et d’autres non, selon un critére simple 2. Ces graphes sont construits explicitement comme
graphes de Cayley de groupes de matrices. C’est a priori le seul cas de figure ot I’'on connait des graphes
de Ramanujan de taille arbitrairement grande. Il faut ensuite attendre 2013 pour que Marcus, Spielman,
Srivastava établissent le résultat suivant :

Théoréme 21 ([24]). Pour tout d > 3, il existe une suite infinie de graphes de Ramanujan bipartis d-
réguliers.

Il est notable que les graphes obtenus dans ce Théoreme sont bipartis. Selon les applications, cela
peut étre une bonne ou mauvaise nouvelle (par exemple, le Théoréme 19 demande des graphes non
bipartis, mais il y a d’autres applications de [18] qui restent valables, voire qui exigent d’étre biparti).

Revétements de graphes, et spectre

Pour prouver le Théoreme 21, 'idée est de partir d’'une graphe de Ramanujan connu, le biparti
complet, et d’obtenir un graphe plus grand par un revétement. Plus précisément, si G est un graphe,
un revétement a 2 feuilles de G est construit de la maniére suivante :

— A chaque sommet z de G on associe deux sommets 1 et x5 de Gs.

— On choisit un ensemble de signes s € {£1}.

— Pour chaque aréte x ~ y de G,

* Si 8zny = +1 alors 21 ~ y; et x2 ~ y2 dans G.

* Si sz0y = —1 alors x1 ~ Y2 et xo ~ y; dans G.
Si G est d-régulier, alors G, aussi; pareillement pour le caractére biparti. Le graphe posséde une
involution S, qui consiste & échanger x; et x5 pour tout sommet z de G. Comme cette opération
conserve les arétes, la matrice S commute avec la matrice d’adjacence A de G,. Ceci permet de
décomposer les espaces propres dans les deux espaces supplémentaires Ker (S + I) et Ker (S — 1), et
d’aboutir a la décomposition spectrale suivante :

— Il y a les vecteurs propres appartenant a Ker (5' -1 ), qui sont invariants par l'action de S, et
correspondent donc a des vecteurs propres de A de méme valeur propre.

— Ily a ceux appartenant & Ker (S + I), qui sont « impairs » pour I'action de S. Ceux-ci corres-
pondent & des vecteurs propres de la matrice d’adjacence signée du revétement A,, obtenue en
mettant dans la case (z,y) le nombre s, , si  ~ y et 0 sinon.

Dés lors, le spectre de A est I'union avec multiplicité des spectres de A et A,. Si le graphe G est de
Ramanujan, alors il faut et suffit pour que le graphe Gy le soit que les valeurs propres de la matrice
signée Ag soient dans le segment [—2v/d — 1,2v/d — 1] ou +d. 1l suffit alors de démontrer le lemme
suivant pour établir 'existence de graphes de Ramanujan bipartis arbitrairement grands :

2. Les graphes sont indexés par un nombre premier g # p congrus & 1 modulo 4. Ils sont bipartis si et seulement si p
est un carré dans Z,/qZ.
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Lemme 22. Soit G un graphe biparti d-régulier de Ramanujan. Il existe un ensemble de signe s €
{£1}¥ tel que la plus grande valeur propre de A, est inférieure ou égale a 2v/d — 1.

En effet, G, étant alors biparti, son spectre est symétrique autour de 0, donc la condition du lemme
suffit pour démontrer qu’il est de Ramanujan. Comme d n’est pas valeur propre de A, elle est valeur
propre simple de A, donc G, est connexe. On peut alors itérer le lemme.

Revétement aléatoire et polynéme de couplage

L’idée clé du lemme consiste & munir I’ensemble {+1}¥ de la probabilité uniforme. Pour cette
mesure de probabilité,

Eseryexs(X)] = pa(X), (2.15)
ol xs(X) est le polynéme caractéristique de A, et pug(X) est le polynéme de couplage du graphe G,
s’écrivant Zi>0(_1)i m; X"~ m; étant le nombre de parties de E & 4 éléments ne partageant pas
de sommets.

Le polynéme de couplage a de trés bonnes propriétés (voir [17]) : toutes ses racines sont réelles,
et inférieures & 2v/d — 1. L’équation (2.15) lexprime comme combinaison linéaire de nos polynomes
caractéristiques des matrices signées. Le fait que ces polynomes soient entrelacés (voir [24]) permet
alors de montrer qu’au moins un des termes de la somme a sa plus grande racine sous la plus grande
racine de pug(X), et donc le résultat du lemme.

Ainsi, le résultat de Marcus, Spielman, Srivastava ne donne pas une construction explicite de
graphes de Ramanujan, mais dit seulement qu'un des revétements aléatoires d’un graphe de Ramanujan
sera de Ramanujan, grice a la relation probabiliste (2.15). Il permet de trouver de grands graphes de
Ramanujan en parcourant tous les revétements possibles, mais cela n’est pas efficace.

2.2.4 Probabilité qu’un graphe soit presque de Ramanujan

Une conjecture formulée par Alon affirme qu’avec grande probabilité, les graphes d-réguliers sont
presque de Ramanujan. Elle est formulée plus précisément dans ce théoréme, démontré d’abord par
Friedman en 2008 puis plus récemment par Bordenave en 2015 :

Théoréme 23 (Friedman [14] - Bordenave [5]). Munissons Ggq(n) d’une probabilité uniforme P. Alors,
pour tout € > 0,

lim PO > 2v/d—1+¢) =0. (2.16)
n——+o0o
nd pair

La preuve de ce théoréeme dépend de 'hypothese de tangle-free, qui demande que les chemins de
longueur inférieure & £ = klog,_;(n), o k < 1/4, contiennent au plus un cycle. Bordenave établit que
cela est vrai avec grande probabilité.

2.3 Convergence de Benjamini-Schramm vers T,

La notion de convergence de Benjamini-Schramm permet de donner un sens a la distribution limite
d’une suite de graphes dont la taille tend vers +oco. Elle a été introduite dans [2], afin d’étudier la
dichotomie récurrence / transience de telles limites, avec comme motivation ’étude des triangulations
aléatoires de la sphere.

Ici, nous nous plagons dans un cas restreint, celui de graphes d-réguliers convergeant vers ’arbre
infini d-régulier. Dans ce cas, la notion de convergence de Benjamini-Schramm a une caractérisation
simple qui s’exprime de la sorte :

Définition 9. Soit Gy = (Vn, En) un graphe d-régulier & N sommets. La suite (Gy)n converge au
sens de Benjamini-Schramm vers 'arbre infini d-régulier Ty si pour tout R > 0,

lim e EWN : poy(x) <R}
N —+oc0o N

0. (2.17)
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Ceci signifie que si I'on choisit aléatoirement un sommet de Gy, alors avec une grande probabilité
un grand voisinage de « dans G est une boule dans I'arbre infini d-régulier. Ceci est en particulier
vrai quand le rayon d’injectivité global de G tend vers +oo quand N tend vers +oo.

Ceci implique que les mesures spectrales convergent vers la loi de Kesten-McKay [20, 27] :

Proposition 24. [1] Soit (Gy)n une suite de graphes d-réguliers convergeant au sens de Benjamini-
Schramm vers Ty. Pour un entier N, notons ()\;N)) ;j la suite ordonnée des valeurs propres de G . Pour

tout intervalle I C R,
AWM er
T A }_/m()\) A, (2.18)
N I

N —+oc0o

ou m est une densité de probabilité sur R, caractérisée par ses moments : pour tout £ € N, le mo-
ment [ Aem () dX est le nombre de chemins sur T4 partant de son origine et y revenant en k pas.

Cette densité admet une expression explicite [27], mais le plus important est qu’elle est lisse et
supportée sur le segment | —2+/d — 1,2+/d — 1[. Ceci implique que pour de grands graphes convergeant
au sens de Benjamini-Schramm vers Ty, la plupart des valeurs propres appartiennent a cet intervalle,
qui est U'intervalle d’intérét pour les graphes de Ramanujan.
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Chapitre 3

Surfaces hyperboliques compactes
aléatoires, et leurs propriétés
spectrales

Ce chapitre donne, en premier lieu, un sens a la notion de surfaces hyperboliques compactes aléa-
toires. Pour cela, nous pouvons considérer I’ensemble des dites surfaces, et le munir d’une mesure de
probabilité. Il est alors essentiel de définir clairement notre espace univers de probabilité. Ici, nous
travaillerons dans ’espace des modules, qui est ’espace des surfaces hyperboliques a isométries pres ; il
est décrit précisément dans la section 3.1. L’espace des modules est construit comme quotient de ’es-
pace de Teichmiiller, qui correspond a ’espace des surfaces hyperboliques a isométrie isotopiquement
triviale pres. Les parametres de Fenchel-Nielsen constituent une excellente description géométrique de
cet espace, en parametres réels.

Nous présenterons ensuite une mesure de probabilité sur ’espace des modules, découlant de la forme
symplectique de Weil-Petersson. Celle-ci s’exprime simplement a l'aide des parametres de Fenchel-
Nielsen, et les espérances de fonctions selon cette loi se calculent bien, grace a une formule d’intégration
de Mirzakhani [30]. Ainsi, cette mesure de probabilité est un outil de calcul maniable, et nous présentons
dans la section 3.2 des applications explicites, au calcul de la longueur de découpage en pantalons [16]
et au rayon d’injectivité [31].

Notre objectif est d’obtenir des informations sur le spectre de surfaces aléatoires, a 1'aide de toutes
ces données géométriques. Le Masson [21] démontre un théoréme d’ergodicité quantique sous 1’hypo-
these de la convergence de Benjamini-Schramm, présentée dans le cas des graphes dans la section 2.3,
et adaptée aux surfaces hyperboliques. Pour la probabilité de Weil-Petersson, les surfaces aléatoires de
grand genre sont avec haute probabilité proche du plan hyperbolique, grace aux estimations de Mirza-
khani [31]. Ceci m’a permis de comparer le spectre de surfaces aléatoires & celui du plan hyperbolique,
et ainsi majorer leur nombre de petites valeurs propres avec haute probabilité. Le calcul est détaillé
dans la section 3.3.

3.1 Ensemble des surfaces hyperboliques compactes

3.1.1 Espace de Teichmiiller

Les définitions suivantes sont tirées du chapitre 6 de [9]. Il y a beaucoup plus a dire sur le sujet,
et de nombreuses subtilités topologiques et géométriques (qui ont le plus souvent des résolutions tres
élégantes) sont passées sous silence dans cette présentation, dans un souci de concision.

Soient g et n deux entiers naturels tels que 2g + n > 3. Considérons une surface de référence
fixée Fy ,, qui est une surface topologique de genre g avec n trous, dont le bord est constitué de

37
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FIGURE 3.1 — Deux surfaces marquées isométriques mais distinctes dans l’espace de Teichmiiller. En
effet, les deux géodésiques en gras sont homotopes a un méme lacet de la surface de base, mais de
longueur différente.

courbes fermées lisses ci, ..., c,. Lorsque n = 0, la surface pourra étre notée Fj.

Définition 10. Une surface hyperbolique marquée de signature (g,n) est la donnée d’un couple (X, ¢),
ou :

— X est une surface hyperbolique compléte de signature (g, n).

— ¢ : Fy,, = X est un homéomorphisme appelé homéomorphisme de marquage.

Sin #0, pour L = (Ly,...,L,) des réels positifs, une surface hyperbolique marquée de longueurs
de bords fizées L est la donnée d’un couple (X, ¢), ou :

— X est une surface hyperbolique & bords géodésiques de signature (g, n).

— ¢ : Fy, — X est un homéomorphisme appelé homéomorphisme de marquage.

— Les longueurs des géodésiques de bord de X sont les longueurs de L, dans le bon ordre :

Vi € [1,n],x(v(c;)) = L;. (3.1)

Par convention, une géodésique de longueur 0 est une pointe (ou cusp en anglais), donc le cas L =
(0,...,0) correspond au cas des surfaces hyperboliques marquées.

Définition 11. Soient (X, ¢) et (X', ¢’) des surfaces hyperboliques marquées. Elle sont équivalentes
s’il existe une isométrie m : X — X' telle que ¢’ et m o ¢ soient isotopes'. L’ensemble des classes
d’équivalence de surfaces hyperboliques marquées pour cette relation est ’espace de Teichmiiller de
signature (g,n), noté T, , (ou 7T, lorsque n = 0).

Soit L € R} une liste de longueurs. On définit la méme relation d’équivalence sur l’ensemble des
surfaces hyperboliques marquées a longueurs de bords fixées, et cela définit ’espace de Teichmailler a
longueurs de bords fizées, noté Ty »(L).

Sip:Fyn,— Xety :F,, — X sont isotopes, alors (X, ¢) et (X, ¢’) sont des surfaces marquées
équivalentes (avec m = idx ). Mais la réciproque n’est pas vraie : des surfaces X et X’ isométriques ne
sont pas nécessairement des surfaces marquées équivalentes. Dans la définition de cette équivalence,
ce n’est pas seulement la géométrie sur X et X’ qui est importante, mais aussi le fait de respecter les
marquages ¢ et ¢’, de pouvoir passer de 'un & l'autre continfiment. Un exemple de ce cas de figure
est illustré en Figure 3.1.

1. Des homéomorphismes A — B sont isotopes s'il existe un continuum d’homéomorphismes f; : A — B, t € [0,1],
passant de 'un a I'autre.
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1 g 2 2
Z j 3 1 ( : : ) 3 3 ( :
2 27 1 1

FI1GURE 3.2 — Un graphe 3-régulier découpé en demi-arétes

FIGURE 3.3 — Les pantalons Y] et Y3 collés le long de l'aréte e de demi-arétes (1,1) et (2, 3).

3.1.2 Construction a base de pantalons et parametres de Fenchel-Nielsen

Dans cette partie, nous allons voir comment construire des surfaces hyperboliques compactes (donc
ici n = 0) & l’aide d’une armature, qui sera un graphe, et de pieces élémentaires, qui seront des pantalons
hyperboliques (voir la section 1.1.2). Cette construction a l'intérét notable de décrire intégralement
I’espace de Teichmiiller d’un genre fixé, et ainsi de permettre de le décrire a ’aide d’un jeu de parameétres
appelés paramétres de Fenchel-Nielsen. Pour plus de détails, voir [9].

Soit G = ([1,2m], E) un graphe 3-régulier connexe & 2m sommets et 3m arétes. Pour cette construc-
tion seulement, nous supposerons que le graphe peut avoir des arétes multiples ou des boucles simples.
Coupons chaque aréte en deux demi-arétes, comme représenté en Figure 3.2. Chaque sommet j €
[1,2m] a donc trois demi-arétes émanant de lui, que nous numérotons arbitrairement (j,1), (j,2)
et (4,3). Il y a au total 6m demi-arétes. Notons a : EY2 — E Tapplication d’antécédent, qui & une
demi-aréte associe 'aréte de laquelle elle est issue.

Soient A = (£¢)ccr une famille de réels positifs, et T' = (7¢)ecrp une famille de réels. Pour chaque
sommet j € [1,2m], considérons le pantalon hyperbolique Y;, dont les géodésiques de bord, no-
tées v(j,1), V(5,2) et V(j,3), sont respectivement de longueur £, 1), £q(;,2) et £a(j,3)- Elles sont paramétrées
naturellement, comme décrit dans la section 1.1.2.

Soit e une aréte, de demi-arétes (j, &) et (k, 8). Nous allons coller les pantalons Y; et Y}, le long de
leurs géodésiques v(j,a) et (x,3), qui sont de méme longueur /., de la manicre suivante, représentée en
Figure 3.3 :

vt € [07 ée]7 V() (t) = ’7(k,ﬁ)<_t + Te)' (32)

Le signe — permet de coller les pantalons de la maniére souhaitée (sinon, ils seraient insérés I'un dans
Pautre). L’angle 7. est appelé paramétre de twist. Il nous donne un point de référence pour coller les
deux géodésiques. Le faire varier revient a « tordre » la surface au niveau de la jonction entre les
pantalons, afin de faire tourner le pantalon Y}, de cet angle, sans affecter le pantalon Y. Les deux
géodésiques 7(j a) et Y(x,p) sont réunies, dans la surface obtenue, en une unique géodésique notée 7.,
qui est de longueur /.

Si nous effectuons cette opération pour chaque aréte e € F, le résultat obtenu est une surface
hyperbolique X 1 compacte, car tous les bords ont été recollés ; voir la Figure 3.4 pour une illustration.
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FIGURE 3.4 — Une surface obtenue en recollant les pantalons le graphe de la Figure 3.2

D’un point de vue topologique, chaque pantalon est une sphere privée de trois disques, donc de
caractéristique d’Euler x(Y) = x(S?)—3x x(D') = 2—3x1 = —1. La caractéristique de la surface X, r
est donc x(Xa 1) = 2m x x(Y') = —2m. Par conséquent, le genre g de la surface X 1 est indépendant
du graphe et des parametres, et vérifie la relation m = g — 1.

Considérons la surface hyperbolique Fy, qui sera notre référence, obtenue par cette construction,
avec les parametres A = (1,...,1) et T = (0,...,0). Alors, la surface X 1 peut étre interprétée comme
une surface hyperbolique marquée construite a partir de la surface topologique Fy. Le marquage est
de la forme :

PAT = TAT ©OA (3.3)

ou o ajuste les longueurs des géodésiques extrémales des pantalons pour qu’elles correspondent aux
longueurs de A, et 75 1 tord la surface au niveau des raccords pour ajuster aux parametres de 7.

Le théoréme fondamental qui permet de décrire ’espace de Teichmiiller & I’aide des parametres de
Fenchel-Nielsen est le suivant :

Théoréme 25 ([9]). Soit (X, ¢) une surface hyperbolique marquée, de surface de référence F,. Alors
il existe un unique ensemble de parametres A, T tels que (X, @) et (Xa 71, pa,r) soient des surfaces
marquée équivalentes. Ces parametres sont appelés paramétres de Fenchel-Nielsen de la surface mar-
quée (X, ¢).

Cette description a l’aide de parameétres permet de munir 'espace de Teichmiiller d’une topologie,
et méme d’une structure analytique réelle, dont nous n’avons pas besoin pour ce que nous faisons ici.
Il est néanmoins bon de noter que 7, est homéomorphe & R%9~6. Si nous voulons décrire 7y ,,, il faut
simplement ajouter & une surface de 7T, ses n pointes; chacune se repére par des coordonnées sur une
surface. 7., est homéomorphe a R69-6+2n,

De la méme maniére, il est possible de définir des coordonnées de Fenchel-Nielsen pour ’espace de
Teichmiiller 7, ,,(L) o n # 0. Dans ce cas, le graphe G doit posséder 2(g —1)+n sommets, 3(g—1)+n
arétes, étre connexe, et chaque sommet doit étre au plus de degré 3 : ici, il n’est plus nécessairement 3-
régulier. Ainsi, certains bords de pantalons hyperboliques ne seront pas recollés, car ils n’ont pas de
demi-aréte associée : il donneront les géodésiques de bord. Leur longueur est fixée par les conditions
aux bords de Ty ,(L). Ceci définit comme dans le cas n = 0 un jeu de parametres (A, T), indexés
chacun par les arétes de G, donc au nombre total de 6(g — 1) + 2n.

3.1.3 Espace des modules

Définition 12. L’espace des classes de marquage M, ,, est 'ensemble des homéomorphismes ? de
la surface de base Fj,, conservant chaque composante connexe du bord ¢; pour ¢ € [1,n] en tant
qu’ensemble, quotienté par la relation d’isotopie.

2. Les homéomorphismes considérés ici peuvent ne pas conserver ’orientation. Il est possible de réaliser la méme
construction avec I’ensemble des homéomorphismes préservant lorientation, avec quelques différences, voir [9].
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Une classe de marquage h € M, ,, agit sur I'espace de Teichmiiller 7y, et I'espace de longueurs de
bords fixés 7y (L) de la maniére suivante :

(X,0) % (X,p0h). (3.4)

L’espace de modules Mg ,, et M (L) sont respectivement 7, , et Ty (L) quotientés par cette action.
Lorsque n = 0, on note My =My o et My = M.

Cette action consiste intuitivement au fait de changer de marquage en agissant sur la surface de
base F} ;. Ainsi, les surfaces hyperboliques marquées de la Figure 3.1 sont dans la méme classe de 1'es-
pace des modules : il suffit d’utiliser un homéomorphisme de F3 qui le « retourne ». Plus généralement,
on a le résultat suivant :

Théoréme 26. Des surfaces X et X' de 7, sont isométriques si et seulement s’il existe un h € My, ,,
tel que h- X = X'. Autrement dit, M, ,, est I'ensemble des surfaces hyperboliques de signature (g, n)
a isométries pres.

Cette caractérisation fait de I’espace des modules un bon espace & étudier pour décrire « I’ensemble
des surfaces ». Cette description en tant que quotient de l’espace de Teichmiiller permet d’y faire
descendre un certain nombre de notions tres utiles; pour nous, celle qui importera principalement
est la notion de coordonnées de Fenchel-Nielsen, mais il y a également la topologie, la distance et la
structure complexe. L’espace de Teichmiiller peut également étre vu comme le revétement universel de
I’espace des modules.

3.2 Densité de probabilité sur ’espace des modules

3.2.1 Le volume de Weil-Petersson

Soit Fy ,, une surface topologique de référence. Fixons N = 3g — 3 + n et une famille (a;);c1,n]
de lacets sur Fy, la découpant en pantalons hyperboliques. A cette famille correspond un systéme
de coordonnées de Fenchel-Nielsen comme décrit en section 3.1.2 notées L = (¢1,....4y) et T =
(Tl,...,TN).

Théoréme 27 (Wolpert [37]). Il existe une forme symplectique naturelle w,,, appelée forme symplec-
tique de Weil-Petersson sur Ty (L1, ..., L,) invariante par 'action du groupe des classes de marquage.
Dans les coordonnées de Fenchel-Nielsen, elle s’exprime :

N
Wyp = deai AdTg,. (3.5)
i=1

Comume il s’agit d’une forme symplectique, la 2/ N-forme différentielle w%v /N est une forme volume
non nulle sur 7y » (L1, ..., Ly,). Ceci munit 'espace de Teichmiiller d’une mesure, la mesure de Liouville
associée a wy,p, notée Vol,,,. Par invariance par I'action de 9, ,,, cette mesure se transporte sur ’espace
des modules, en une mesure notée de la méme maniere.

Pour pouvoir renormaliser le volume de Weil-Petersson et obtenir une mesure de probabilité, il
faut que l’espace soit de volume fini. L’espace de Teichmiiller est de volume infini, car 'intégrale
de Vol,, sur R%~6 est infinie. Mais I’espace des modules M, ,, est de volume total fini, que 'on
note Vg n, ou V, quand n = 0 (des estimations de ce volume sont proposées dans le Théoreme 29).
Ainsi, Py = Vg’l\/olwp est une mesure de probabilité sur I’espace des modules M.

Un volume de Weil-Petersson est également défini pour les espaces de Teichmiiller et des modules
a longueur de bord fixé, avec les mémes notations. Dans ce cas, on note Vj (L) le volume total

de Mg, (L).
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3.2.2 Intégration sur I’espace des modules

Afin d’estimer des probabilités sur I’espace des modules, il est pratique de pouvoir intégrer des
fonctions. La définition suivante permet de construire des fonctions sur ’espace des modules :

Définition 13. Soit ¥ > 1 un entier, C = (y1,...,7%) une famille de courbes admissible, c’est-a-
dire une famille lacets simples sur la surface Fj,, non périphériques, deux a deux disjoints, non
homotopiquement triviaux et deux a deux homotopiquement distincts. L’orbite de C sous I'action du
groupe des classes de marquage, aussi appelé type topologique de C, est :

OC:{(h"h,...,h"}/k),hEmgm}. (36)

Soit f : Ri — R, une fonction. Elle induit une fonction f¢ sur I’espace des modules My par la
formule suivante :
FX = Y flexlen) o Ex(a). (37)

(a1,...,ak)EOc

Les hypotheéses définissant la famille de courbes admissible font que les géodésiques de X dans leurs
classes d’homotopie libre sont non triviales, simples et deux a deux disjointes, grace au Théoréme 3.

L’intégrale des fonctions de cette forme sur M, ,, peut se calculer en n'utilisant que les volumes
des espaces des modules de surfaces a bord, grace au théoréme suivant :

Théoréme 28 (Mirzakhani [29]). Avec les données de la définition 13, I'intégrale de f€ pour le volume
de Weil-Petersson est :

J.

ou on définit les quantités suivantes :

— x-dx=21...2 -dx...day
— M(C) est le nombre de courbes de C qui séparent une poignée de genre 1 de F ,,.

— Soit L une liste de longueur indexée par C. Si Fy , \ C a s composantes connexes X1, ..., Xj,

alors pour ¢ € [1,s], notons (g;,n;) la signature de Xj, et (cgl), .. .,cﬁff

bords. Pour chaque composante de bord cg), si cg) correspond & une courbe ¢ de C, notons ij)

FE(X) dVol,,(X) = 27 M©) / f(x) Vyn(C,x) x - dx, (3.8)

meRi

g,n

) ses composantes de

la longueur L. associée a la celle-ci, et sinon, posons L](;) = 0. Alors,
Von(C, L) := [ Vi, (LD), (3.9)
i=1
ou Vg, n, (L®) est le volume total de I'espace des modules Mg, n,; (L®) de surface de base X;.

3.2.3 Quelques quantités quand le genre est grand

Nous allons maintenant déterminer les propriétés usuelles des surfaces compactes de grand genre
a l’aide de la formule d’intégration 28. Nous avons besoin de quelques estimations avant de se lancer,
que nous admettrons.

Estimations des volumes des espaces de module

D’une part, connaitre le volume total de I’espace des modules M, va permettre de déterminer la
constante de renormalisation dans la définition de PP,,,. Une estimation suffisante pour ce que nous
allons faire ici est celle de Schumacher et Trapani [36] :

Théoréme 29. Le volume de M, est, & un facteur exponentiel pres, g29.
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D’autre part, le Théoréme 28 montre que connaitre les volumes V; ,,(C, x) pour tout jeu de courbes C
et vecteur de longueurs x permet de calculer les intégrales de fonctions. Dés lors, un enjeu majeur pour
I’étude probabiliste des surfaces de cette maniere est I'obtention d’estimées précises sur ces volumes.
C’est l'objet de I'article de Mirzakhani [31]. En voici quelques-unes qui nous seront utiles :

Théoréme 30. Soient g,n,r, k,i des entiers positifs, et L1,..., L, > 0. On a:
Li+...Ln
Vg,n(le SERE) Ln) <e 2 Vg.,n~ (310&)
[9/2] v
Z ViixVyin =0 (gzri-l) . (3.10b)
i=r+1
Vog—ie = O(Vg x—2:). (3.10c)

Longueur totale du découpage en pantalons

Une quantité géométrique intéressante pour une surface est la longueur totale de découpage en
pantalons hyperboliques, définie comme étant :

Définition 14. Un découpage en pantalons sur Fy est une famille C de N = 3g — 3 lacets simples
disjoints sur Fy tels que les composantes connexes de Fy \ C sont des pantalons topologiques. Ceci
induit un découpage en pantalons hyperboliques sur X € My, en prenant dans la classe d’homotopie de
chaque lacet le représentant géodésique. La longueur totale du découpage est la somme des longueurs
des géodésiques de ce découpage.

Elle permet notamment d’estimer la complexité du fait de découper la surface en morceaux plus
simples. Elle peut également étre une information intéressante si nous essayons de déterminer des
informations sur le spectre a 1’aide de découpages et du principe du min-max (voir le Corollaire 13).
Quelques estimations déterministes sont connues :

— Une surface a un découpage en pantalons de longueur totale au plus Cg? [11].

— Il existe des surfaces dont toutes les découpages en pantalons ont une longueur totale au moins cg

(facile en construisant des revétements de surfaces de genre 2).
— 1l existe une suite de surfaces arithmétiques, une de chaque genre, dont tous les découpages en
pantalons ont une longueur totale au moins cglog g [10].
Guth, Parlier et Young ont démontré ’estimation probabiliste suivante :

Théoréme 31 ([16]). Pour tout € > 0, la probabilité de Weil-Petersson qu’une surface X de M, ait
un découpage en pantalons hyperbolique de longueur totale inférieure ou égale & ¢7/=¢ tend vers 0
quand g tend vers +o0.

Cette borne n’est a priori pas optimale. Nous proposons ici une preuve légerement différente de
ce Théoréme, utilisant pour intégrer dans l’espace des modules la formule d’intégration (28), au lieu
d’estimer le volume dans ’espace de Teichmiiller puis passer au quotient.

Démonstration. Soit L > 0, et O¢ le type topologique d’un découpage en pantalons C de Fj. Consi-
dérons I’événement Dy, ¢ défini par : « X a un découpage de longueur totale inférieure ou égale a L
de type topologique O¢ ». Soit fr : (z1,...,2N) = Lz 4 4ay<r}. La fonction f¢ est alors, par
définition, le nombre de découpages en pantalons hyperboliques de X de longueur totale inférieure a L
de type O¢. Des lors,

Voly,, (D
Pup(D.c) = Pl < [ ) Vol (X). (3.11)
g M,
D’apres la formule d’intégration 28,

9—-M(C)
Pup(Dre) < v / V4(C,x) x - dx. (3.12)
9 An(L)
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ot Ay (L) = {x1+.. .+xn < L} est le simplexe de RY de coté L. Par unicité du pantalon hyperbolique &
longueurs de bords fixé, M, (C,x) est réduit & un élément et V,(C,x) = 1. De plus, 27 M) > 1. D’apres
le Théoreme 29, V, < g%, ou (dans toute la suite) A < B signifie qu’il existe une constante C' > 0
indépendante des parametres de ’énoncé telle que A < CB.. Il reste donc uniquement a estimer

Iintégrale :
N

IN(L):/A (L)Hxi dey...dzy. (3.13)

i=1

Par 'inégalité arithmético-géométrique, si x1 + ...+ zny < L, alors :

]ix < (ZLV)N . (3.14)

Ensuite, le volume de Apn(L) sétablit par récurrence sur l'entier N en intégrant une variable. Il
N

vaut N Des lors,
2N 69—6
L < L _
92g N! NN ~ 98g
Cette probabilité concerne 1’événement Dy, ¢, c’est-a-dire les découpages en pantalons hyperboliques
de type topologique C. Comme il est indépendant de C, on peut conclure avec le lemme suivant :

Pup(Drc) S

(3.15)

Lemme 32. Il existe, a un facteur exponentiel pres, g9 types topologiques de découpage en pantalons
différents sur Fy,.

En effet, si Dy, est 'événement « X a un découpage de longueur totale inférieure ou égale & L »,
alors :

LGg—G
Pup(DL) < ;Pwp(DL,C) S W (3.16)
Prenons maintenant un € > 0, et L = ¢7/6=¢. Alors,
o076
PwP(DL) S 73 97 <9 —n—+oco 0- (317)

g7 ~
O

Démonstration du Lemme 32. A un découpage en pantalons hyperbolique C de la surface Fy on peut
associer un graphe 3-régulier G dont les sommets sont les pantalons, qui sont liés par autant d’arétes
qu’il faut couper de lacets pour les séparer. Cette correspondance est bijective de par la construction
de la section 3.1.2.

Soit h € M, une classe de marquage envoyant un découpage en pantalons C sur un autre C’. h induit
un isomorphisme de graphes?® de G & G’. Cette construction établit une bijection entre I'ensemble des
types topologiques de découpages en pantalons hyperboliques et les graphes 3-réguliers & 2n sommets
a isomorphisme pres, ou n =g — 1.

Le dénombrement de ceux-ci est fait par Bollobas [4]. Tout d’abord, on construit un graphe 3-
régulier par recollement de 6n demi-arétes fixées sur des sommets numérotés [1,2n] comme dans la
section 3.1.2. Le nombre d’appariements des demi-arétes est :

R (3.18)

(anl)x(6n73)><><3><1:23n(73n)

Le groupe de permutations s, agit sur les graphes obtenus par permutation de leurs sommets. Au
sein d’une méme orbite, les graphes sont isomorphes. Le nombre de graphes & isomorphisme pres est

3. C’est-a-dire une paire d’applications bijectives ¢ : V. — V/ et ¢y : E — E’ telle que si e relie z et y dans G,
alors 1(e) relie p(z) et ¢(y) dans G'.
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donc au plus le nombre d’orbites de 'action. Estimons le nombre d’éléments dans l'orbite un graphe G,
qui est #6,,/#Stabe,, (G). Le stabilisateur de G est constitué de permutations de ses sommets qui
sont des isomorphismes, et est donc donné par I'image d’un sommet de base (au plus 2n choix) et une
permutation des trois demi-arétes (au plus 6 choix) de chacun des 2n sommets. Donc,

1 < #Stabg,, (G) < 2n x 62" < 1. (3.19)

Dés lors chaque orbite a /2 #Ss,, ~ n?" éléments, donc il y a =~ n" orbites. O

Fonctions de comptage des géodésiques

Nous introduisons maintenant des fonctions qui permettront de compter les géodésiques fermées
simples d’une longueur donnée, dans 1’espoir qu’elles nous permettent d’obtenir des informations sur
la géométrie des surfaces. Pour pouvoir intégrer les fonctions sur ’espace des modules a ’aide du
Théoreme 28, nous allons les construire de la forme fC oli C est un ensemble de courbes sur notre
surface topologique F}. Ici I'information qui nous intéresse est la longueur d’une unique courbe, donc C
va étre de la forme {a}. Néanmoins, dans la définition 13, il est nécessaire de connaitre l'orbite de «
sous l'action du groupe des classes de marquage. Les géodésiques fermées vont donc étre classifiées
différemment selon cette orbite :

Proposition 33. Le type topologique d'un lacet simple o sur Fj; est entierement déterminé par la
topologie de la surface Fj; — a obtenue en coupant F, le long de «. Ainsi, les types possibles sont
exactement les suivants :

— «aest séparant de type (i, m) si Fy—a a deux composantes connexes de signature (4, 1) et (g—1, 1),

oui € [1,g/2]]-
— « est non séparant si Fy — o est une surface connexe de signature (g — 1,2). On dira alors par
abus qu’elle est de type 0.

Nous pouvons donc compter chaque type de géodésiques :

Définition 15. Munissons-nous de lacets simples g, a1, . . ., afg/27 sur Fy tels que ag est non séparant,
et pour i € [1,[g/2]], o; est séparant de type i. Soit L > 0. Pour ¢ € [0,[g/2]], considérons la
fonction N; suivante :

X € My Ny(X,L) = (1o,7) " (X). (3.20)
Nous notons N (X, L) = Y192V Ny(X, ).

D’apres la définition 13 et la caractérisation des types de courbe, N;(X, L) n’est rien d’autre que le
nombre de géodésiques fermées simples de longueur inférieure ou égale a L et de type i sur la surface X.
N(X, L) est donc le nombre total de géodésiques fermées simples de longueur inférieure ou égale a L
sur X.

Proposition 34. Les moyennes des fonctions de comptage vérifient :

No(X, L) dVoly,(X) < (e*(L—1)+1) Vy_19 (3.21a)
My

Vi > 1, Ni(X, L) dVoly,(X) < (e*(L —1) +1) Vig Vyin. (3.21b)
M,
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Démonstration. En appliquant le théoréme 28 aux fonctions de comptage, on obtient 4 :

L
/ No(X, L) dVolp(X) = / Vo—1,2(z,z) x dz (3.22a)
M, 0
1 L
Nl(X, L) dVOlwp(X) = 5/ Vl’l((E) th,l’l((E) z dx (322b)
M, 0
L
Vi>2, [ Ni(X,L) dVoly,(X) = / V(@) Vy_sa(2) @ da. (3.22¢)
M, 0

Or, d’apres ’équation (3.10a),
Vocio(z,x) <e” Vo1
Vi>1,Vii(x) Vo—in(x) <e” Vin Vy_in.

Il suffit ensuite d’intégrer fOL ze®dx pour obtenir le résultat annoncé. O

Rayon d’injectivité

Les liens entre le rayon d’injectivité et la taille des géodésiques fermées simples explicité en 1.1.2
font que les estimations précédentes donnent des estimations du rayon d’injectivité des surfaces hyper-
boliques aléatoires, établies par Mirzakhani [31].

Théoréme 35. Sauf pour un ensemble de probabilité de Weil-Petersson O(g~/*logg), une sur-
face X € M, vérifie :

1
,u({z € X : InjRad,(X) < ogg}) = 0(g""210g g). (3.23)

Démonstration. Prenons une longueur L, > 0, un nombre m, > 0. Nous allons étudier 1'événement
« avoir moins de m, géodésiques fermées simples de longueur moins que Ly » :

Ag={X eM, : N(X,2L,) < my}. (3.24)
Montrons d’abord que si X € Ay, alors elle vérifie :
p({z € X : InjRad,(X) < L,}) = O(m, L, e*X9). (3.25)

En effet, si un point z de X a un rayon d’injectivité inférieur a L, alors d’apres la section 1.1.2, il
est & distance au plus 2L, d'une géodésique fermée simple de longueur au plus 2L,. Il suffit alors de
majorer le volume dans X de 'ensemble des points & distance au plus 2L, d'une géodésique fermée
simple de longueur au plus 2L4. Soit v une géodésique fermée de longueur ¢. On la releve dans H. Le
volume de ’ensemble des points de X a distance inférieure a d de v est plus petit que le volume de
I’ensemble de points de H ayant des coordonnées de Fermi (¢, p) de base v dans [0, £] x [—d, d]. Celui-ci
est, d’apres la formule (1.7) :

d e
/ / cosh(p) dt dp = 2¢sinh(d) < 2£e?. (3.26)
-aJo

Des lors, le volume de ’ensemble des points a distance au plus 2L, d’'une géodésique fermée de longueur
au plus 2L, est majoré par 4Lg€2L9. Si X € Ay, alors par définition le nombre de géodésiques ~ est
au plus mg, d’ou le résultat en controlant le volume de I'union par la somme des volumes.

4. Le facteur 1/2 dans (3.22b) provient du fait que dans le cas de type 1, la courbe sépare une poignée de genre 1
donc M(az) = 1.
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Montrons maintenant que cet événement se produit avec haute probabilité.

VOlwp(Mg - Ag) = /M 1{N(X,2Lg)>my} dVOlwp(X) (3-27)
; .
<— | N(X,2L,) dVol,,(X) (3.28)
Mg J M,
1 l9/2]
<— Ni(X,2L,) dVoly,(X) (3.29)
- ; » o »
e2Ls(2L, — 1) +1 2
< ( rgn ) Vig—12 + Z Viit Vy—in |- (3.30)
9 i=1

Alors, d’apres I’équation (3.10b), et si d’autre part Ly, — 400 quand g — +o0,

Volup(My = Ag) _ O(Lg e ) (3.31)
Vy My
En prenant Ly, = %logg et my = g%‘*% dans (3.25) et (3.31), on obtient le résultat annoncé. O

De maniére similaire mais plus fine, on a ’estimation suivante :

Théoréme 36 ([31]). Soit r > 0 petit. La probabilité de Weil-Petersson qu'une surface X appartenant
a M, soit de rayon d’injectivité inférieur ou égal a r est de 'ordre de r2.

3.3 Convergence de Benjamini-Schramm et conséquence sur
les petites valeurs propres

Dans [21], Le Masson et Sahlsten étudient le spectre et les fonctions propres de suites de sur-
faces hyperboliques de genre tendant vers +oo, sous une condition qui est celle de la convergence de
Benjamini-Schramm vers le plan hyperbolique; il s’agit d’une adaptation de la notion de convergence
de Benjamini-Schramm présentée pour les graphes dans la section 2.3 aux surfaces hyperboliques.
L’idée est de comparer les propriétés spectrales de la surface a celles connues du plan hyperbolique,
sous 'hypothese que localement la surface y ressemble (que le rayon d’injectivité est grand en la plupart
des points). Dans cet article, ils utilisent la formule des traces pour démontrer un théoréeme d’ergodicité
quantique, mais aussi pour déterminer la répartition asymptotique des valeurs propres.

J’ai utilisé ces méthodes afin de montrer qu’une surface hyperbolique prise avec le volume de
Weil-Petersson a, avec grande probabilité, peu de petites valeurs propres. En effet, les estimations de
Mirzakhani [31] permettent d’estimer le rayon d’injectivité de surfaces aléatoires de grand genre. Le
calcul de la partie 9 de [21] permet d’en déduire que le spectre est proche de celui du plan hyperbolique,
qui est [1/4, +o0o[. Ceci se réunit dans I’énoncé suivant :

Proposition 37. Soit g > 2 un entier naturel. Il existe une partie A, de I'espace des modules My,
dont le complémentaire est de probabilité de Weil-Petersson O(g~'/?(log g)*), telle que si X € A,
alors pour tout ¢ > 0, le nombre N.(X) de valeurs propres du laplacien sur X comprises entre 0
et 1/4 — e vérifie :
N. (X) < g—e/72
u(X) ~ (logg)3/?

ou (dans toute la suite) A < B signifie qu’il existe une constante C' > 0 indépendante des parametres
de I’énoncé telle que A < CB.

(3.32)
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note : Cette preuve était a I’époque de I'écriture de ce mémoire encore assez bancale, et un certain
nombre d’éléments ont été corrigés / améliorés depuis en vue de la parution d’un article.
Cette proposition découle du lemme déterministe suivant :

Lemme 38. Soit X une surface hyperbolique de genre g > 2, dont le rayon d’injectivité global est
plus grand qu’un certain r € ]0, 1[. Pour tous L > 0, ¢ > 1, & > 0,

295 o (S ).

ou D7 (L) est 'ensemble des points d’'un domaine fondamental D de X ayant un rayon d’injectivité
inférieur & L.

(3.33)

Ce lemme se démontre & I’aide du calcul fait dans la partie 9 de [21] rendu explicite en ¢t. Montrons
d’abord comment le lemme 38, conjointement aux estimations de probabilité de [31] présentées dans
la partie 3.2.3, permet de démontrer le résultat.

Démonstration. Prenons L = %log g. Sauf sur un ensemble de probabilités O(g—1/4),

p(D~ (L)) —1/12
———= <y log g. (3.34)
n(X)
Ceci correspond au fait qu’avec haute probabilité, notre surface est proche au sens de Benjamini-
Schramm du plan hyperbolique. Prenons maintenant ¢ = % log g. Alors,
oL e—L2 /8t

/6 —72/8x6% _

=g x g g /12, (3.35)

Si la surface a un rayon d’injectivité supérieur & r = te?*g~/12log g, le terme entre crochets dans le
lemme 38 est < 1. Ceci se produit, sauf pour un ensemble de probabilité < 72. Or, r < logg ¢'/3¢ ¢=1/12 logg =

g~/ (log g)*.
Donc, sauf pour un ensemble de probabilité < g=/4 + ¢=1/%(log g)* < g~ '/?(log g)*,
NE(X) < e—ct < 976/72 .
WX NP S (og gl

(3.36)

O

Maintenant il ne reste plus qu’a démontrer le lemme. Le point de départ de la preuve est 'utilisation
de la formule de la prétrace, présentée dans la section 1.3.3, avec les noyaux de la chaleur présentés en
section 1.2.4. Ensuite, il s’agit de faire le lien entre le terme de la formule faisant intervenir les valeurs
propres et le nombre N (X), et d’estimer les autres termes.

Démonstration. Notons 0 = Mg < A1 < ... < A\, — 400 la suite ordonnée des valeurs propres du
laplacien sur X, et () en les fonctions propres normalisées associées. Pour j € N, notons r; une des
solutions complexes de A; = § +177.

Soit D un domaine fondamental de X, et I' un sous-groupe de PSLy(R) tel que X = H /T

Pour rappel, la formule de la prétrace pour une fonction h de noyau associé k est :

“+o0
SR )7 = 4= [ ho)enb(ropdp+ 3 k() (3:37)
j=0

yell—{id}

Appliquons-la a la fonction h; : r +— exp(—t(i + rz)), associée au noyau de la chaleur p;. Une fois
intégrée sur D, cette formule devient :

—+oo

Ze—mj _ %ﬁf) / e—t(1/4+p2)tanh(ﬂ—p)pdp+ R(X,t) (3.38)
i=0 ¥
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ou le reste R(X,t) s’exprime de la maniere suivante :

RO = [ due) 0 pdler-2). (3.39)

yer—{id}

Etablissons le lien entre N.(X) et la formule (3.38). Soit j un entier naturel. Alors :

e7t1/4=8) < et S0 <\, <1/4—¢
{ 0< et sinon. (3.40)
En sommant toutes ces inégalités, on obtient :
+oo
Ne(X) x e /A7) < N " emth, (3.41)
7=0
Des lors, lestimation (3.38) devient :
N.(X) < et [/ e~ tr’ tanh(mp)pdp + e/ R(X, t)} . (3.42)
R
Estimons d’abord l'intégrale, par le changement de variable u = pv/% :
2 1 2
/ e " tanh(mp)pdp = n / e~ tanh(mu/vt)udu. (3.43)
R R
Comme pour tout v > 0, tanh(v) < v,
2 2 1
—tp T —u? 20, < =
/Re tanh(7p)pdp < 1372 /Re u“du < 1373 (3.44)

Estimons maintenant le reste (3.39). Pour un point z € D, nous allons découper la somme en v en
fonction de la distance de z & v - z, ce qui permettra de contrdler le noyau de la chaleur. On note k(2)
la partie entiére inférieure de InjRad, (X). Soit v € I', v # id. Il existe un entier k tel que :

kE<d(z,v-z)<k+1

D’apres le lemme 10,

e’t/4’k2 /8t

—

D’apres la définition du rayon d’injectivité, k > k(z). On peut donc regrouper les termes du reste de
la maniere suivante :

A

pe(d(z,7-2)) S

too e—t/4—k?/8t

—— x #{ye T —{id} [k <d(z7-2) <k+1}. (3.45)

R(X,1) < / du(2)

k=k(z)

Un raisonnement géométrique sur les rayons d’injectivité, représenté en Figure 3.5, permet de contrdler
les cardinaux présents dans cette inéquation. En effet, comme le rayon d’injectivité global de la surface
est plus grand que r, pour tout w € X fixé, les boules de centre v - w et de rayon r/2, ot v € T, sont
deux & deux disjointes. Par conséquent, tous les v € T' — {id} tels que d(z,7y - z) < k + 1 sont entourés
de boules disjointes de volume cosh(r/2) — 1, qui sont toutes incluses dans la boule de centre z et de
rayon k+ 14 7/2, qui est elle-méme de volume cosh(k + 1+ r/2) — 1. Leur nombre est donc au plus :

cosh(k+1+7/2)—1
cosh(r/2) —1

< ek
. 3.46
<< (3.46)

Dés lors, I'estimation du reste devient :

—t/4

ert /Ddu(Z) f

k=k(z

R(X,t) S

2
ok /8t+k,
)
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FIGURE 3.5 — Le raisonnement de l’estimation (3.46). Les boules grisées sont disjointes et incluses dans
la boule en gras, ce qui donne une majoration de leur nombre.
On fixe un réel L > 1 et découpe l'intégrale entre
D™ (L) ={z € X |InjRad,(X) < L}
et DV (L) son complémentaire. Si z € D~ (L), alors :
+o0 ) +oo )
/ du(z) Y e K < u(D(1) S e RS,

D=(L) k=k(k) k=0

On controle cette somme par une comparaison série-intégrale :

= 2 +oo 2 too (u—4t)?
E e RT/BtER < g2t —|—/ e W /Bty < 1+ 2 / e st du
k=0 0 0

+o0 +oo
<1+e*V8t / e dv <1+ e*V8t / e dv
—V2t -0
5 62t\/7?.

Si z € D*(L), alors k(z) > | L], donc :

Jf €7k2/8t+lc < Jio 67k2/t+k _ ioe—(kﬂu)?/gwkﬂu
k=k(z) k=|L] k=0
+00
< eLLJe—[Lﬂ/St Z e—k2/8t+k
k=0

2
< ele L /8te2t, /%,
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On controle u(DT (L)) par le volume total de X. Donc on obtient la majoration suivante, de laquelle
découle le lemme déterministe :

6225

IR(X, ) S < (D (D) + eFeH (X))

S

r
O

Voici quelques pistes que nous pouvons améliorer :

— Dans l'estimation du noyau de la chaleur, le 1/8 peut étre replacé par n’importe que nombre
plus petit que 1/4, et nous pourrions ajuster les exposants tirés des estimations de Mirzakhani
au calcul présent. L’exposant ¢—¢/7 n’est ainsi pas optimal.

— Nous pourrions utiliser une meilleure fonction test que le noyau de la chaleur; par exemple
une fonction compacte en fréquence et décroissant le plus vite possible en espace autour de la
valeur 1/4 (voir [26]). Ceci pourrait améliorer I'exposant (log g)*/2, qui est crucial dans le cas
ot € = 0 (estimation du nombre de petites valeurs propres).
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Conclusion et perspectives

Notre objectif principal pour ce travail était de déterminer si 'idée d’apporter des méthodes pro-
babilistes & ’étude du spectre des surfaces hyperboliques était fructueuse. La notion de surfaces hy-
perboliques aléatoires définie via le volume de Weil-Petersson, sa maniabilité et ses liens forts avec des
propriétés géométriques des surfaces (pouvant ensuite étre ramenées au spectre grace a la formule des
traces par exemple) établissent selon nous U'intérét de cette idée, et son actualité.

Je présente ici quelques perspectives et directions de travail pour la suite, ainsi que I’état des
lieux de quelques pistes explorées au cours de ce travail. Il y a principalement deux axes : continuer
le travail effectué avec le volume de Weil-Petersson afin d’établir d’autres résultats probabilistes, et
étudier d’autres méthodes probabilistes plus combinatoires.

Volume de Weil-Petersson

Théoréme d’Alon-Friedman et hypothése de tangle-free Un équivalent du Théoréme d’Alon-
Friedman (voir la section 2.2.4) pour les graphes réguliers serait de démontrer qu’avec haute probabilité,
les surfaces hyperboliques compactes ont un trou spectral proche de 1/4 :

Conjecture 39. Pour tout ¢ > 0,

lim P,,(A\(X)<1/4—¢)=0. (3.47)
g——+oo
L’équivalent de I’hypothese de tangle-free de la preuve de Bordenave consisterait a annoncer qu’avec
haute probabilité, il ne peut y avoir plusieurs géodésiques fermées de longueur de 'ordre de logg a
distance de l'ordre de logg 'une de l'autre. Nous aimerions établir ce genre de propriété pour le
volume de Weil-Petersson indépendamment d’une preuve de la conjecture précédente, car elle pourrait
se révéler utile dans d’autres circonstances.
Un autre résultat d’objectif similaire a 'hypothese de tangle-free est le suivant :

Théoréme 40 ([4]). Soit G un graphe choisi de maniére uniforme sur G4(n). Pour ¢ € N, notons X;
le nombre de chemins fermés dans G de longueur ¢. Alors, les variables aléatoires X; sont asymptoti-
quement des lois de Poissons indépendantes de valeur moyenne 2°/2i.

Dans [7], les auteurs utilisent ce résultat pour démontrer que les petits chemins fermés dans un
graphe régulier aléatoire sont loin les uns des autres. Nous pourrions adapter le Théoreme 40 au cas
des surfaces hyperboliques aléatoires, et déterminer la loi de probabilité du nombre de géodésiques
fermées simples d’une certaine longueur, et leur indépendance asymptotique.

Propriétés des surfaces a grand trou spectral Les propriétés des graphes de Ramanujan dans de
nombreux domaines, exposées dans [18], motivent la recherche de propriétés similaires pour les surfaces
ayant un grand trou spectral. Une « surface de Ramanujan » serait alors une surface n’ayant aucune
valeur propre inférieure & 1/4. Il semble raisonnable d’attendre de ces surfaces de bonnes propriétés
concernant la vitesse de mélange du flot géodésique, qui seraient la contrepartie des résultats de cutoff
pour la marche aléatoire présentés dans la section 2.2.2.
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i+1

FIGURE 3.6 — Le triangle hyperbolique marqué idéal [7].

Approches combinatoires

Dans le chapitre 2, les approches probabilistes qui enrichissent I’étude de la théorie spectrale des
graphes ne sont pas limitées au fait de choisir un graphe aléatoire d-régulier. Similairement, il y a de
nombreuses autres maniéres de faire intervenir les probabilités dans notre étude du spectre des surfaces
hyperboliques, et nous présentons quelques pistes et éléments de littérature ici.

Construction a base de piéces élémentaires Brooks et Makeover proposent dans [7] une construc-
tion de surfaces hyperboliques aléatoires discrete a partir de graphes 3-réguliers orientés, et déterminent
avec haute probabilité un certain nombre de caractéristiques de leurs surfaces a l'aide de celles du
graphe sous-jacent. Je décris ici la construction des surfaces, les résultats probabilistes obtenus et les
mets en perspective avec ce que nous souhaitons étudier.

Considérons un graphe 3-régulier G a 2n sommets, muni d’une orientation O, qui est un ordre
cyclique sur 'ensemble des arétes émanant de chaque sommet. Cela est équivalent au fait de donner un
sens a la notion d’aller a gauche ou a droite en marchant sur G ; dans ce cas, 'ordre cyclique de chaque
sommet est (I'aréte de laquelle on vient, celle de gauche, celle de droite). Le triangle marqué idéal de
base est le triangle hyperbolique T reliant les points 0, 1 et 400, marqué aux points des sommets i, i+ 1
et % Il est représenté en Figure 3.6, avec des morceaux de géodésiques reliant son centre et ses
trois marquages. La surface hyperbolique X (G, O) est obtenue en associant a chaque sommet = de G
une copie T, de T, a chaque aréte émanant de x un co6té de T, de sorte que l'orientation O des
arétes émanant de x corresponde & l'ordre cyclique (7,7 + 1, %) des cotés de T,,.. On colle ensuite les
triangles T, et T}, si x ~ y dans G, le long des cotés de T}, et T}, correspondant a I’aréte x ~ y, de sorte
que les points marqués desdites arétes soient identifiés et I'orientation des deux triangles coincide.

La surface hyperbolique obtenue X (G, O) est uniquement déterminée par la donnée du graphe G
et de son orientation O. Elle est complete, d’aire 27n. Si I'on regarde les chemins géodésiques sur la
Figure 3.6, on constate qu’une copie orientée de G est dessinée en portions de géodésiques sur elle. Son
nombre de pointes est égal au nombre ¢ de chemins fermés sur G n’admettant que virages a gauche,
et son genre est g(G,0) = 1+ "74. La largeur des pointes de X (G, 0) est liée a la longueur des
chemins a gauche. Si elles sont plus grandes qu’une certaine longueur L (on dit alors que X (G, O)
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vérifie la condition de larges pointes), alors on peut la compactifier en une unique surface hyperbolique
compacte Xcomp(G,O) telle que, en dehors d’un voisinage des pointes de X(G,O), les métriques
hyperboliques sont équivalentes. Les surfaces créées ainsi sont denses dans l’ensemble des surfaces
hyperboliques compactes.

Il suffit alors de définir une mesure de probabilité sur ’ensemble des graphes 3-réguliers orientés
pour obtenir une mesure de probabilité sur une partie dense de ’ensemble des surfaces hyperboliques
compactes. Les auteurs ont choisi le modele de Bollobds [4] : les 6n demi-arétes sont mises dans une
urnes, puis tirées par paires sans remise. L’orientation est donnée par I’ordre dans lequel les arétes on
été tirées.

On a alors les résultats géométriques suivants :

Théoréme 41 ([7]). Il existe des constantes ¢y, ca,c3,c4 > 0 telles que les événements suivants ont
une probabilité tendant vers 1 quand n — +oo :

1. La premiere valeur propre de Xcomp(G, O) est plus grande que ¢; ;
2. La constante de Cheeger de Xcomp(G, O) est plus grande que ¢ ;

3. La plus petite géodésique de Xcomp (G, O) est plus longue que c3;
4. Le diametre de Xcomp (G, O) est inférieur & cqlog(g(G, O)).

Le fait que le rayon d’injectivité soit minoré par une constante avec haute probabilité, comparé au
Théoréme 36, nous permet de voir que nous n’avons pas les mémes comportements qualitatifs pour ce
modele et la mesure de Weil-Petersson. De plus, ce modele donne beaucoup d’importance aux pointes
(méme si elles sont retirées par compactification), ce qui ne nous intéresse pas.

Néanmoins, cette étude montre qu’il est possible d’obtenir des informations spectrales intéressantes
en effectuant des collages probabilistes, et il est envisageable d’explorer cette piste avec d’autres com-
posants élémentaires.

Etude des revétements finis d’une surface hyperbolique Dans la section 2.2.3, nous avons
effectué des revétements aléatoires d’un graphe vérifiant une bonne propriété spectrale (étre de Rama-
nujan), pour exhiber un revétement qui la vérifie également, et est plus grand. Nous pourrions imaginer
faire des choses similaires pour les surfaces hyperboliques, et c’est pourquoi j’ai étudié les relations
entre le spectre d’une surface et le spectre de ses revétements.

Soit X = H /T une surface hyperbolique compacte. Soit I'g un sous-groupe distingué de I" d’indice
fini n > 1. Iy est le noyau d’un caractere x : I' - U, ou U, est le groupe multiplicatif des racines n-
iemes de I'unité dans C*.

Iy est alors un groupe cocompact. Soit Xg = H Ty la surface hyperbolique compacte associée.
Notons que si D C H est un domaine fondamental & frontiere de mesure nulle pour l'action de I’
et ¥1,...,7n sont des représentants de chaque classe de I' /T, alors le domaine Dy défini comme
I'union (J*_; 7;- D est un domaine fondamental de 'action de I'y de frontiere de mesure nulle (voir [19]).

Plagons-nous dans un cas simple ou le quotient I' /Ty est cyclique, engendré par un élément ~.
Notons w son image par Yy, qui est une racine primitive n-iéme de 'unité. 7o est une isométrie non
triviale de Xoy d’ordre n, qui commute avec le laplacien. Ceci permet de restreindre 1’étude des n
problémes spectraux suivants, définis sur les espaces propres de f +— f o~y :

Af =\f
{ v - 2) = wh f(2). (3.48)

L’équivalent de la relation de moyenne (2.15) qui faisait le lien entre les valeurs propres des différents
revétements d’un graphe pourrait étre la formule des traces de Selberg revisitée : Si h vérifie les
hypotheses du Théoreme 15, et ()\(k)) jen est la suite de valeurs propres du probléme spectral d’ordre k

(3.48), et r§- ) vérifie /\( ) = =1/4+(r k)) alors :

— km
jzomry«)) ui? / h(p) tanh(p pdp+z 3 %OShA>/2) (). (3.49)

m=0~ey"To
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Ces formules sont un cas particulier de celles que Randol utilise dans [33] afin de démontrer que
toute surface hyperbolique compacte admet un revétement ayant un nombre arbitrairement grand de
petites valeurs propres.

Il est éventuellement possible de trouver une maniere de choisir aléatoirement I'g pour que 'espé-
rance de cette formule soit simple, ce qui constiturait un équivalent de (2.15). La formule des traces
contenant beaucoup d’informations concernant le spectre, ceci pourrait permettre de trouver des pro-
priétés des revétements et de construire des surfaces de grand genre ayant certaines propriétés. Néan-
moins, la seconde partie de [24] ne peut probablement pas nous aider, car les techniques utilisées sont
propres a la dimension finie.

Il est également possible de faire des revétements a partir d’'un découpage en pantalons. Soit X une
surface hyperbolique obtenue en collant des pantalons selon un graphe G. Soit Gy un 2-revétement de G,
construit comme dans la section 2.2.3. Il existe une unique maniere de coller des copies des pantalons
constituant X pour créer une surface Xy qui est un 2-revétement de X. Ceci est réalisable pour
des revétements d’ordre plus grand que 2, en prenant des revétements d’ordre plus grand du graphe
squelette. Cette méthode de construction de revétement est strictement incluse dans la précédente.
Néanmoins, a priori, la formule (3.49) se moyenne mal selon cette modélisation.
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